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Анотація - запропоновано спосіб конструювання плоскої раціональної кривої третього порядку з заданою в межах простої дуги точкою перегину.
Ключові слова -  раціональна крива, особлива точка, точка розриву, точка перегину, пучки прямих.

Постановка проблеми. При конструюванні плоских обводів зустрічаються ділянки, які містять точки перегину. Застосування при цьому раціональних кривих третього порядку дозволяє зменшити кусковість обводу. 
Аналіз останніх досліджень. Способи конструювання  раціональних кривих та поверхонь розглянені в фундаментальних роботах [1,2]. Розв’язанню задач конструювання раціональних кривих за різними геометричними умовами присвячені роботи [3,4] та ін. Так, напри​клад, в [3] запропоновано спосіб конструювання плоских раціональ​них кривих третього порядку, в яких одна або обидві кінцеві точки простої дуги є точками перегину.
Постановка завдання. Розробити спосіб конструювання плоскої  раціональної кривої третього порядку з заданою в межах простої дуги точкою перегину.
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Основна частина. Відомо, що відповідні прямі пучка прямих першого порядку та проективного йому пучка прямих другого порядку, перетинаючись, утворюють раціональну  криву третього порядку  (к3п), особлива точка якої – центр пучка прямих першого порядку. 
Розглянемо к3п, утворену пучками прямих, зображених на рис.1. 
В проективній системі координат АВСЕ (Р2) рівняння такого пучка прямих першого порядку (п1п) має вигляд [4]:
Рис. 1.   Пучки прямих першого               
        та другого порядків                       

[image: image50.wmf]         (1)
де а,b,с – однорідні проективні координати центра п1п – точки S. 
Рівняння пучка прямих другого порядку  (п2п), дотичних до кривої другого порядку (к2п) 
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має вигляд:
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Відповідні прямі пучків (1) та (3), перетинаючись,  утворюють  раці​ональну к3п, параметричне рівняння якої в Р2 має вигляд:
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де p – довільний коефіцієнт, p (0.

На рис.2 наведені приклади таких кривих при різних положеннях особливої точки S:

[image: image5.wmf]Рис.2.   Приклади к3п (4)
Отримана таким чином к3п проходить через точки А, Е та В проективної системи координат, а пряма п2п, яка має параметр t=0 (пряма АВ), в точці А є дотичною до к3р.
Пряма п2п при t=1 є дотичною в точці Е до к2п (2), яка огинає п2п, і має рівняння:
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Підставивши формули (4) до рівняння (5), маємо вираз
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який доводить, що пряма (5) є дотичною також до к3п.
При виконанні співвідношення
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      отримуємо залежність      
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Отже, якщо точка S належить зображеній на рис.3   кривій  
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то точка Е стає точкою перегину к3п(3). Рівняння цієї к3п при 
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   спрощується  і приймає вигляд:
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            Рис.3.   Крива к2п (6)                 де d=a/c.
Дотичні до к3п (7) в точках А та Е перетинаються в точці КАВ(2:1:0), що дає можливість за допомогою складного відношення (ВАЕАВКАВ)=1/2 визначити положення точки ЕАВ. Визначена таким чином пряма ЕЕАВ містить точку С проективної системи координат.
Форма к3п (7) залежить також від розташування особливої точки S, параметри якої визначаються за формулою [5]
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В  залежності  від  величини d особлива точка S к3п (7) може  бути ізольованою  (при d>1/4)  (рис.4),  точкою повороту (при d=1/4)  (рис.5), та (при d<1/4 )  вузловою точкою (рис.6).

[image: image14.wmf]
 Рис.4.   К3п (7)  при ізольованій особливій точці
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Рис.5.   К3п (7)  при особливій точці – точці повороту

[image: image16.wmf]
Рис.6.   К3п (7)  при вузловій особливій точці
У випадках б) та в) к3п має одну дійсну точку перегину – точку Е, у випадку а) – три дійсні точки перегину. Визначимо параметри цих точок. Для цього в рівняння прямої

       x0+Bx1+Cx2=0                                      (8)

підставивимо формули (7), маємо:
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    (9)
Для того, щоб пряма (8) була дотичною до к3п (7) в точці перегину, рівняння (9) повинно мати вигляд   (t-T)3=0,   де T – параметр точки перегину. Тоді знаходимо значення параметрів точок пере​гину:            T1=1,   
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Для застосування дуги АЕВ при конструюванні обводів вона не повинна містити особливої точки, незапланованих точок перегину та точок розриву. Розглянемо детально ці вимоги. 
Якщо особлива точка S є вузловою точкою (d<1/4)  або точкою повороту (d=1/4) – то к3п (7) дійсних точок перегину (крім заданої точки Е) не має. Якщо точка S є ізольованою точкою к3п (d>1/4), то параме​три двох інших точок перегину кривої мають задовольняти умові  
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,  яка виконується при ¼ < d <1/3.
Для визначення параметрів точок розриву рівняння к3п (7), отримане в Р2,  використавши формули переводу [1], запишемо в А3:
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де 
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Рівняння 
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дозволяє визначити параметри точок розриву к3п. 

Якщо точка Е знаходиться всередині ∆АВС, тоді A0>0, A1>0,  A2>0  і, при d>0,  коефіцієнти при t3 та t0 теж додатні, і якщо коефіцієнти при t2 та t1 – додатні (або дорівнюють нулю), тоді точки розриву знаходяться поза межами простої дуги АЕВ, тобто мають виконуватися залежності:
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які задовольняються при d≤1/3. 
При d<0 параметри точок розриву мо​жуть бути додатними.
[image: image46.wmf]При 0<d<1/3 точка S належить частині кривої (6), яка виділена товстою лінією на рис.7 і не може бути розташована в межах дуги АЕВ. 
Таким чином, дотримання умови 0<d<1/3 гарантує в межах дуги АЕВ к3п (7) відсутність точок розриву, перегину (крім заданої точки перегину Е), та особливої точки. 
Наявність  в  рівнянні  к3п  (7)                  параметра   d  дозволяє   провести цю  криву через додаткову  точку.  

Рис.7.   Розподіл параметра d                       Для    цього   неявне    рівняння
вздовж кривої (6)                             кривої  (7) запишемо вигляді:
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де 
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Замість змінних 
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 підставимо координати довільної точки М(
[image: image34.wmf]M

M

M

x

x

x

2

1

0

:

:

), і рівняння (10) запишемо в вигляді
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К2п (11) розпадається на дві прямі, які перетинаються між собою в точці В. 
Отже, існують дві плоскі раціональні к3п, які проходять через задані точки А,Е,М,В, мають задану дотичну в точці А (пряму АВ) та задану дотичну в точці перегину Е (пряму (5)). Особливими точками цих кривих є точки перетину прямих (11) з к2п (6)  (рис.8). 
Знайдем рівняння дотичної до к3п (7) в точці В. Для цього запишемо параметричне рівняння пучка прямих з центром в цій то​чці: 
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де  k – параметр прямої в пучку,
 v – параметр вздовж прямої.
 Рівняння пучка (12) підставимо в неявне рівняння к3п, маємо:
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Рис. 8.    К3п з додатковою точкою М
Якщо коефіцієнт
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  і рівняння шука​ної дотичної запишеться в вигляді 
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Отримана залежність дозволяє побудувати к3п, яка в точці В має задану дотичну, при цьому при зменшенні d дотична наближається до координатної прямої x0=0. 
Крім завдання проміжної то​чки або дотичної в точці В, існу​ють інші можливості коригування форми к3п (7):

а) Переміщенням точки S по кривій (6) в визначених межах (рис.9а). При цьому зменшення па​раметра d наближає просту дугу АЕВ кривої до дотичних  в точках А,Е,В. (При S(В к3п розпадається на ці три дотичні).
б) Переміщенням точки С по прямій ЕЕАВ (рис.9б).

[image: image44.wmf]  
а                                       б

Рис.9.   Модифікація форми сегмента к3п
Висновки.   На основі відомого способу утворення плоских раціона​льних к3п на базі двох проективних пучків прямих розроблено новий спосіб конструювання простої дуги кривої. Проста дуга задається трьома точками, в одній з кінцевих точок задана дотична пряма. До​тична пряма також задана в проміжній точці дуги – точці перегину.
 Форму простої дуги можна  коригувати завданням проміжної точки дуги; завданням дотичної прямої в другій кінцевій точці дуги; цілеспрямованим переміщенням або особливої точки кривої, або однієї з  точок проективної системи координат – точки С.
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DESIGNING OF A  RATIONAL CURVE OF THE THIRD ORDER WITH THE GIVEN POINT OF INFLECTION.

G.KOVAL
Summary

On the basis of a known mode of formation of the flat curve third oder the intersection of the appropriate direct two projective bundles of straight linees develops a mode of designing of a simple arc of a curve. The simple arc (segment) thus is set by three points, in one of which - in a boundary point - the tangent is given. The tangent is given also in an intermediate point of an arc - in a point of inflection.
 The form of a segment can be updated by the representation of an itermdiate point of an arc; by the representation of a tangent in the second boundary point of an arc; by purposeful transition or singular point of a curve, or one of points of a projective frame - point С.
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