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Елементарна і проста поверхні. Аналітичне представлення поверхонь. Криволінійні координати на поверхні
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Множина F точок простору  називається елементарною поверхнею, якщо вона є образом елементарної області G на площині при топологічному відображенні її у простір. Простою поверхнею називається множина  F  точок простору, якщо кожна точка Х множини має окіл, такий , що частина поверхні в цьому околі є елементарною. Простим куском поверхні називається множина точок простору, яка може бути відображена топологічно на множину точок  круга, включаючи коло, яке його обмежує. Ті точки множини, які відображаються в точки кола, називаються граничними точками, які утворюють границю поверхні. Нехай F елементарна поверхня і G  елементарна область на площині, образом якої при топологічному відображенні є поверхня F. Нехай  u і v  декартові координати довільної точки N області G, x,y,z - координати  відповідної точки M поверхні (Рис.1). Очевидно, координати x,y,z точки M будуть функціями координат (u,v) точки N області G 




  х = х(u,v),  y = y(u,v), z = z(u,v) (1).


 
Puc.1



Ця система рівнянь, яка задає топологічне відображення області G у простір, називається параметричними рівняннями поверхні F. В силу неперервності  топологічного відображення довільній лінії на площині вiдповідає лінія на поверхні.. Зокрема, координатним прямим u (v = const)  і  v (u = const), які паралельні осям системи координат на площині, відповідають лінії  u, визначені рівняннями  x = х(u,с), у = у(u,с), z = (u,с)  і лінії v  x = х(c,v),  y = у(c, v), z = z(c, v)    на поверхні. Ці лінії називаються координатними лiніями  u і v  на поверхні, а u і v  - криволінійними координатами на поверхні. Так як кожній точці N площини відповідає єдина точка М поверхні і навпаки,  то через кожну точку поверхні проходить тільки одна координатна лінія  u і одна координатна лінія v. Таким чином, дві однопараметричні  сім’ї координатних ліній утворюють сітку ліній, яка зветься координатною сіткою на поверхні, у повній відповідності з координатною сіткою на площині. 

В загальному випадку криволінійні  координати u і v  не мають ніякого геометричного змісту і можуть бути вибрані різними способами на одній і тій же поверхні. Дійсно, уведемо нові змінні ( і ( пов’язані  із  u і v  функціональними залежностями  ( = ((u, v),  ( = ((u, v). Вигляд цих функцій може бути довільним, аби тільки в області зміни  u і v і у відповідній їй області зміни  ( і (  дані рівняння можна було однозначно розв’язати відносно  u і v  u = u(( ,(), v = v (( (). В цьому випадку області зміни координат  u,v і (,( будуть знаходитися у взаємно однозначній відповідності: кожній парі значень (,(  відповідає єдина пара значень u,v і навпаки. А так як область зміни  u і v знаходитися у взаємно однозначній відповідності з куском поверхні, то і область зміни ( і ( має ту ж властивість, тобто  кожній парі значень (,( відповідає єдина точка на поверхні. Таким чином, змінні (,( можна з таким же правом вважати криволінійними координатами на поверхні як і u,v. Тоді параметричні рівняння тієї ж поверхні в нових координатах  (,( матимуть вигляд

х = х(u(( ,(), v(( ,()),  у = у(u(( ,(), v(( ,()),  z = z(u(( ,(), v (( ,()).

Приклад. x = ucosv, y = usinv, z = u2   і   х = 
[image: image2915.wmf], у = 
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 визначають одну і ту ж поверхню. Дійсно, х2 + у2 = z = u2, тобто маємо одну і ту ж поверхню  z = х2 + у2 – параболоїд обертання.

Виникає питання, які умови необхідно накласти на функції х(u,v),  y(u,v),  z(u,v), щоб система рівнянь (1) визначала деяку поверхню. 

[image: image2867.wmf]Теорема. Якщо  х(u,v), y(u,v), z(u,v)  к-раз неперервно диференційовані функції в області G площини u,v, які задовольняють умові: ранг матриці 
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 (2) дорівнює двом, то система рівнянь (1) задає поверхню, яка є образом області G при топологічному відображенні її у простір.

Розглянемо окремий випадок, коли область G розміщена у координатній площині Х0Y просторової системи координат XOYZ. В ролі  u і v виберемо координати х і у, тобто    u = x, v = y. Тоді рівняння (1) перепишуться у вигляді  x = u,  y = v,  z = f(x,y), або просто  z = f(x,y).      (3)  
 Рівняння (3) називається явним рівнянням поверхні. Воно задає відображення поверхні на область G координатної площини Х0Y. Відповідні точки N області     G і  M поверхні належать прямій,
паралельній

   Puc.2
осі 0Z, тобто відповідність між точками поверхні і області G здійснюється ортогональним проекціюванням точок поверхні на  площину Х0Y. Координатними лініями  u і v на поверхні є лінії  y = const  і x = const, які одержують як лінії перетину поверхні координатними площинами   y = const і x = const. Така параметризація поверхні є найбільш простою і має високу наочність (Puc.2). 

Поверхню можна також визначити рівнянням F(x,y,z) = 0, в яке координати х, у, z входять рівноправно. Рівняння F(x,y,z) = 0 називається неявним рівнянням поверхні. 

Уведемо поняття звичайних точок на поверхні. Точка поверхні називається звичайною, якщо в околі цієї точки поверхня допускає к – раз диференційовану параметризацію х = х(u,v),  y = y(u,v), z = z(u,v), яка задовольняє умові (2). Легко бачити, що в околі звичайної точки поверхню, задану рівняннями (1), можна задати явним рівнянням (3). Дійсно, нехай визначник   
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 ( 0. Тоді за теоремою існування неявної функції рівняння  х = х(u,v),  y = y(u,v)   можуть бути розв’язані відносно u  і  v   u = u(x, y),  v = v(x, y). Одержимо 
 z = z(u(x, y), v(x, y)), тобто  z = f(x,y). Очевидно, якщо визначники 
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 ( 0, то рівняння поверхні можна записати у вигляді   y = ((x,z)  і       х = ((y,z)  відповідно.

У випадку задання поверхні рівнянням F(x,y,z) = 0 звичайною буде точка, в якій хоча б одна із похідних F′x(x,y,z), F′y(x,y,z), F′z (x,y,z) відмінна від нуля. Тоді в околі звичайної точки рівняння поверхні можна записати у вигляді  z = f(x,y), якщо F′z (x,y,z) ( 0 i  y = ((x,z,),або х = ((y,z), якщо  F′y(x,y,z) ( 0, або F′x(x,y,z) ( 0 відповідно. Таким чином, в околі звичайної точки всі способи аналітичного представлення поверхонь є ідентичними: їх можна звести до явного представлення поверхні. В подальшому ми будемо вивчати поверхні виключно в околі звичайних точок.

Розглянемо вектор 
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(u,v) = х(u,v) 
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r

 + у(u,v)
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+ z(u,v) 
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, який є радіусом-вектором точок поверхні (1). Тоді замість трьох скалярних рівнянь (1)  можна записати одне векторне рівняння 
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(u,v), яке називають параметричним рівнянням поверхні у векторній формі. Вектор  
[image: image14.wmf]r

r

(u,v) є вектор-функцією двох скалярних аргументів  u і v. Все, що стосується границі, неперервності і алгебраїчних операцій над такими векторами дослівно повторюють ці ж поняття для вектор-функції одного скалярного аргументу. Деякі відмінності мають місце при диференціюванні: замість однієї похідної з’являються дві частинні похідні 
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  і три частинні похідні другого порядку
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Відповідні теореми векторного диференціального числення легко отримати із скалярного диференціального числення, якщо взяти до уваги, що вектор-функція  
[image: image17.wmf]r
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(u,v) визначається через скалярні функції  х(u,v), у(u,v), z(u,v). Маємо 
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 = x'u (u,v)
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+ y'u(u,v) 
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+ z'u(u,v) 
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 = x'v (u,v)
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+ y'v(u,v) 
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+ z'v(u,v) 
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, тобто координати похідних  вектор-функції  
[image: image28.wmf]r
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(u,v) є похідні від скалярних функцій х(u,v), у(u,v), z(u,v) 
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(u,v) = (x'u (u,v), y'u(u,v), z'u(u,v)),   
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( u,v) = (x'v(u,v), y'v(u,v), z'v(u,v)).

Відмітимо, що вектори 
[image: image31.wmf]u
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 і 
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 неколінеарні у звичайній точці. Дійсно, колінеарність означала б пропорційність їх координат, тобто пропорційність рядків матриці (2). Але тоді ранг матриці дорівнював би одиниці, що не відповідає звичайній точці. Отже, (
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( ( 0. 
Якщо скалярні функції х(u,v), у(u,v), z(u,v) розкладаються в ряд Тейлора в околі значень u0,v0, то і вектор-функція 
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(u,v) також може бути розкладена в ряд Тейлора в околі цих значень 
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(u,v) =
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(u0,v0)+
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(u0,v0)du+
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(u0,v0)(du)2+2
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[image: image2868.wmf]Розглянемо приклади аналітичного представлення поверхонь обертання, утворених обертанням лінії  х = f(u), z = ((u), y = 0, розміщеної у площині XOZ, навколо осі Z (Puc.3). Точка М лінії описує коло, центр якого знаходиться на осі обертання, радіус R  дорівнює х, а площина кола перпендикулярна до осі обертання. Параметричні рівняння поверхні запишуться у вигляді 
  x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = ((u).    (4)
Координатні лінії u – меридіани, рівні між собою, а



Puc.3  координатні лінії v – паралелі








        

1. Циліндр обертання, утворений обертанням прямої х = а, у = 0, z = u,      яка паралельна осі обертання - осі Z. Рівняння поверхні одержимо підстановкою рівняння прямої в загальні рівняння (4)   
 х = аcosv, у = аsinv,   z = u.
2.  Конус обертання,  утворений обертанням прямої х = u , у = 0, z = кu, яка перетинає вісь обертання в початку координат. Тоді 

x = ucosv, y = usinv, z = ku -  рівняння конуса обертання з вершиною у початку координат.
3. Сфера, утворена обертанням кола  x=Rcosu,  y = 0,  z = Rsinu з центром у початку координат. Маємо
x = Rcosucosv, y = Rcosusinv, z = Rsinu – рівняння сфери, центр якої розміщений у початку координат.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1. Дайте визначення елементарної і простої поверхні.

2. Перерахуйте способи аналітичного представлення поверхонь.

3. Яка сітка ліній на поверхні називається координатною і чому?

4. Дайте визначення звичайної точки поверхні.

5. Запишіть неявне рівняння поверхні, заданої параметричними рівняннями 

    x = x0 +acosucosv, y = y0 +bcosusinv, z = z0 +csinu.

   Відповідь: 
[image: image43.wmf]1
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6. Запишіть рівняння поверхні, утвореної прямими, які проходять через 
точку М(1,1,1) і перетинають параболу  у2 = 2х,  z = 0.

    Відповідь:  (z – у)2 = 2(z – 1)( z – х).
7. Визначити, яка поверхня задана рівняннями 
х = хс+аcosv +lu, y = yc+asinv +mu, z = zc+nu.
 Виконати аналіз її координатних ліній.
Лекція 2

Криві на поверхні. Напрям на поверхні. Дотична площина і нормаль до поверхні. Перша квадратична форма.

[image: image2869.wmf]Нехай  F  деяка поверхня, задана рівнянням   
[image: image44.wmf]r
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(u,v). Розглянемо на поверхні геометричне місце точок, координати яких задовольняють рівнянням   
 u = u(t), v = v(t), де  t незалежна змінна. Ці рівняння є функціями від одного параметра і, отже, задають на поверхні F деяку криву γ в системі криволінійних координат  u, v. Підставимо їх у рівняння поверхні   
[image: image46.wmf]r
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=
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(u(t),v(t)). 
 (5)



Ми одержали вектор-функцію одного скалярного аргументу t, і коли  t пробігає   область своєї зміни, вектор 
[image: image48.wmf]r

r

описує своїм 
кінцем криву γ
на поверхні F


Puc.4

(Puc.4). Зокрема, як параметр t можна вибрати одну із криволінійних координат, наприклад,  u = t. Тоді рівняння кривої γ запишеться в явному вигляді v = v(u), а у векторній формі 
[image: image49.wmf]r

r

=
[image: image50.wmf]r

r

(u,v(u)). Рівняння координатних ліній  u (v=с1=const)  матиме вигляд  
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(с2,v). Виберемо на кривій γ точку М(u,v) і знайдемо дотичну до кривої γ в цій точці. Диференціюємо рівняння (5) по t як складну функцію  
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  диференціал вектор-функції 
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(u(t),v(t)), направлений, як відомо, по дотичній до кривої γ. Уведемо поняття напряму на поверхні. Напрямом на поверхні в заданій точці називається вектор, направлений по дотичній до кривої на поверхнi, яка проходить через цю точку. Як видно із (6) цей вектор розкладений за двома неколінеарними векторами 
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v, які залежать тільки від вибору точки на поверхні.  Перепишемо (6) у вигляді 
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Скалярний множник du (або dv) не впливає на напрям вектора 
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v  залежать тільки від вибору точки на поверхні. Отже, напрям на поверхні повністю визначається відношенням диференціалів dv : du, або du : dv, тобто, якщо точка М на поверхні задана, то напрям дотичної до довільної кривої на поверхні, яка проходить через точку  М,   повністю визначається відношенням диференціалів  dv : du, або  du : dv  криволінійних координат u і v уздовж кривої     u = u(t), v = v(t), де  du = u′tdt, dv= v′tdt. 

Знайдемо напрями векторів   
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v. Легко бачити, що вони направлені по дотичних до координатних ліній  u і v відповідно. Дійсно, дотичний вектор до координатної лінії u має вигляд 
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  і, отже, є колінеарним вектору 
[image: image80.wmf]r

r

v.

Приклад. Записати рівняння дотичної до кривої  u = v + 1  на поверхні                    x = ucosv, у = usinv, z = 2u   в точці   M(u=1, v=0). Знайдемо 
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Дотична площина і нормаль до поверхні
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Проведемо на поверхні  F  через точку  M0  криву  γ.  Дотичний вектор 
[image: image98.wmf]r

d

r

 до кривої γ має вигляд 
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  Puc.5

геометричним місцем всіх дотичних до кривих, проведених через точку M0, називається дотичною площиною до поверхні F в точці M0 (Puc.5). Із умови компланарності трьох векторів 

(
[image: image106.wmf]r

r

- 
[image: image107.wmf]r

r

0, 
[image: image108.wmf]r

r

u, 
[image: image109.wmf]r

r

v)= 0,  де 
[image: image110.wmf]r

r

0   радіус-вектор точки  M0 (х0,у0,,z0), а  
[image: image111.wmf]r

r

 - радіус-вектор довільної точки дотичної площини, легко записати рівняння дотичної площини до поверхні в точці M0
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Вектор 
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, перпендикулярний до дотичної площини в точці  M0,  називається вектором нормалі до поверхні F в точці M0. 
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      Рівняння нормалі до поверхні в точці M(x0,y0,z0) матиме вигляд
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Якщо поверхня задана явно  z = f(x,y), то рівняння (7) перепишеться у вигляді 
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 = 0,
 або (х – х0) f′x   + (у – у0) f′y  -( z – z0) = 0.     (8)    
  Рівняння нормалі  
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Розглянемо випадок задання поверхні рівнянням F(x,y,z) = 0. У звичайній точці  (F′x)2 + ( F′y)2 + ( F′z)2  ( 0. Нехай  F′z ( 0 в точці M(x0,y0,z0). Тоді в околі цієї точки рівняння поверхні може бути записане у вигляді  z = f(x,y) і  z0 = f(x0,y0). Підставимо у рівняння поверхні  F(x,y,f(x,y)) = 0.  Диференціюємо по х і у 
 F′x + F′z f′x = 0, F′y + F′z f′y = 0. Звідси  f′x  = -
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. Підставимо ці вирази у рівняння (8)  (х –х0) F′x + (у – у0) F′y + (z – z0) F′z = 0.


  Рівняння нормалі  
[image: image122.wmf]z

y

x

F

z

z

F

y

y

F

x

x

'

0

'

0

'

0

-

=

-

=

-

, тобто вектор 
[image: image123.wmf]N

r

 нормалі до поверхні має координати 
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Перша квадратична форма

Нехай поверхня F задана рівнянням  
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(u,v), крива γ  u = u(t), v =v(t)       (t0 ( t ( tk)  на ній і точка М на кривій γ. Перейдемо із точки М(t) по кривій  γ  у нескінченно близьку точку М1(t+(t). Радіус-вектор точки М  
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vdv, де  du=u′tdt, dv= v′tdt - диференціали криволінійних координат, які відповідають нескінченно малому переміщенню із точки М в точку М1. Як відомо │ds│=│
[image: image134.wmf]r

d

r

│ де  ds диференціал дуги, який  відповідає цьому ж переміщенню. Тоді 

(ds)2 = (
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 E(u,v) = (
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u), F(u,v) = (
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v). Тоді 

(ds)2 = E(u,v)(du)2 +2F(u,v) du dv + G(u,v)(dv)2.   
(9)
Вираз у правій частині (9) називається першою квадратичною формою, або метричним тензором поверхні, або лінійним елементом поверхні, бо він виражає квадрат диференціала дуги кривої на поверхні. Коефіцієнти E, F, G залежать тільки від вибору точки на поверхні і не залежать від напряму зміщення, який визначається диференціалами du і dv кривої. Очевидно,  E ( 0   і G ( 0  у всій області їх визначення і перша квадратична форма є додатньою за визначенням як (ds)2.. Із (9) маємо 
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Для координатної лінії u(v=c1=const)  s = 
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для координатної лінії v(u= c1=const)  s = 
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Кути між кривими на поверхні

Нехай на поверхні F задані дві криві γ і γ1. Кут ( між кривими визначиться як кут між дотичними, проведеними до кривих в точці їх перетину. Позначимо через 
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vδv  напрям дотичної до кривої γ1, де du, dv і δu, δv диференціали криволінійних координат, які відповідають нескінченно малим переміщенням уздовж кривих γ і γ1 відповідно. Тоді cos( = 
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Остаточно cos(  = 
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Для кута ω між координатними лініями u(dv=0) і  v(δu=0) одержимо 

сosω  = 
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.  Якщо F = 0, то cosω  = 0  і ω = ½π. Таким чином, необхідною і достатньою умовою ортогональності координатної сітки на поверхні є  F = 0. Прикладом ортогональної координації є поверхні обертання, у яких паралелі і меридіани утворюють ортогональну координатну сітку. 
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Виберемо на поверхні  
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обмежену кусочно-гладкою кривою. Розіб’ємо область G координатними лініями на криволінійні чотирикутники, обмежені з двох боків лініями u, а з двох інших - лініями v (Pис.6). Куски чотирикутників, обрізаних границею, не будемо враховувати, бо при переході до границі при  (u, (v ( 0  
Pис.6


[image: image2872.wmf]їх роль зведеться до нуля. Розглянемо один із чотирикутників, вершини якого позначимо  M(u,v), M1(u+(u,v), M2(u,v+(v), M3( u+(u, v+(v) (Рис.7). При переміщенні із точки M в точку M1 по лінії u радіус-вектор 
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Рис.7
побудований на векторах  
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Висновок. Нехай в деякій системі криволінійних координат u,v  на поверхні задана перша квадратична форма 

(ds)2 = E(u,v)(du)2+2F(u,v)du dv +G(u,v)(dv)2, де  E(u,v), F(u,v), G(u,v)  деякі неперервні функції від u,v, причому E(u,v)( 0 і G(u,v) ( 0. Тоді ми можемо обчислювати довжини кривих на поверхні, кути між ними, площі областей на поверхні, не маючи навіть рівняння поверхні. Взагалі, ті геометричні властивості поверхні, які можна визначити, знаючи тільки її першу квадратичну форму, утворюють внутрішню геометрію поверхні.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1.  Уведіть поняття напряму на поверхні. Запишіть формули для його 
визначення.
2.  Поясніть геометричний зміст векторів   
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v.
3. Дайте визначення дотичної площини до поверхні в заданій точці. Запишіть рівняння дотичної площини до поверхні  
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(u,v) в точці M(x0,y0,z0).
4.  Доведіть, що нормаль до поверхні обертання   
x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = ((u) в довільній точці  перетинає її вісь обертання.

5. Запишіть формули для визначення коефіцієнтів першої квадратичної форми поверхні обертання   x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = ((u) в довільній точці.

 6. Доведіть, що лінії, які ділять пополам у всіх своїх точках кути між
 координатними лініями на поверхні, визначаються диференціальним рівнянням 
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Лекція 3

Друга квадратична форма. Кривина кривих на поверхні. Теорема Мен’є. Круг Мен’є
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(u,v), крива γ на ній, за параметр якої вибрана довжина її дуги s
u= u(s), v = v(s)      (10)

і точка M0(s0) на кривій γ. Проведемо в точці M0 дотичну площину і одиничний вектор нормалі 
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 до поверхні (Рuc.8). Запишемо рівняння кривої γ у векторній формі, підставивши рівняння (10) у рівняння поверхні
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Перейдемо по кривій γ із точки M0(s0) 
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Таким чином, відхилення ( є нескінченно малою другого порядку по відношенню до (s. Знайдемо  
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Ми бачимо, що з точністю до нескінченно малих другого порядку по відношенню до (s, ( дорівнює половині квадратичної форми відносно диференціалів du, dv, які відповідають переміщенню по кривій γ із точки M0  в нескінченно близьку точку М.  Уведемо позначення
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2( = L(u,v)(du)2 + 2M(u,v)dudv + N(u,v)(dv)2.   (14)
Квадратична форма у правій частині (14) називається другою квадратичною формою поверхні. Коефіцієнти L, M, N є функціями від u, v і залежать тільки від вибору точки на поверхні і визначаються однозначно, якщо задана додатня сторона поверхні. При зміні напряму нормалі 
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 на протилежний вони змінюють cвій знак на протилежний. Звичайно  напрям нормалі 
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 вибирають у напрямі векторного добутку [
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Обчислювальні формули для визначення коефіцієнтів L, M, N.
Одиничний вектор нормалі 
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 до поверхні визначиться за формулою
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В координатній формі для поверхні  х = х(u,v), у = у(u,v), z = z(u,v)
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Якщо поверхня задана рівнянням z = f(x,y), то  x′u = y′v = 1,  x′v = y′u= 0,              x(uu =  x(uv= x(vv = y(uu = y(uv= y(vv = 0,  z′u = f′x,  zv = f′y, z(uu = f(xx, z(uv = f(xy, 
z(vv= f(yy,  E=1+(f′x)2,  F=f′xf′y, G=1+(f′y)2,  EG-F2=1+(f′x)2+ (f′y)2   i
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У випадку задання поверхні рівнянням F(x,y,z) = 0  матимемо
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Коефіцієнти L, M, N  можна записати в дещо іншій формі, якщо використати рівності  (
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Тоді другу квадратичну форму можна записати у вигляді

L(u,v)(du)2 + 2M(u,v)dudv + N(u,v)(dv)2  = -(d
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) = - L(u,v)(du)2 - 2M(u,v)dudv - N(u,v)(dv)2 .

Кривина кривих на поверхні
Скориставшись першою формулою Френе  
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, тобто кут між головною нормаллю кривої γ і нормаллю до поверхні в точці M0 (Рис.8). Тоді  (
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)(s2 = к cosθ((s)2. Але ((s)2 = E(du)2 + 2F dudv + G(dv)2, а 
(
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 EMBED Equation.3  [image: image358.wmf]m
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)(s2 = L(u,v)(du)2 + 2M(u,v)dudv + N(u,v)(dv)2.  Таким чином,

L(u,v)(du)2 + 2M(u,v)dudv + N(u,v)(dv)2 = к cosθ (E(du)2 + 2F dudv + G(dv)2). Звідси   к cosθ = 
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(15)

Ця формула встановлює для кривих, проведених на поверхні через точку М0, залежність між напрямом дотичної до кривої, положенням її стичної площини і кривиною  к кривої в точці М0.  Коефіцієнти E(u,v), F(u,v), G(u,v), L(u,v), M(u,v), N(u,v) визначаються координатами u,v точки на поверхні і, якщо точка задана, то ці коефіцієнти можна вважати постійними. Тоді права частина формули (15) залежить тільки від відношення du : dv  диференціалів криволінійних координат, які відповідають нескінченно малому переміщенню по кривій  u = u(t), v = v(t)  із точки M0 (t0)  в нескінченно близьку точку M(t0+( t). Як відомо, це відношення визначає напрям дотичної до кривої в точці M0 і, якщо ця дотична задана, то права частина формули (15) повністю визначиться. Але кут θ залишиться невизначеним, бо різні криві на поверхні, які проходять через точку  M0  і мають в ній спільну дотичну, мають в точці M0 різні стичні площини, а, отже, і різні головні нормалі, які в них розміщені. Якщо ж стична площина кривої  в точці M0 задана, то в ній визначиться головна нормаль і кут θ, який вона утворює з нормаллю 
[image: image360.wmf]m
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 до поверхні в точці M0. Тоді однозначно визначиться і кривина к кривої в точці M0,, за винятком випадку, коли cosθ = 0, тобто θ =½π і стична площина кривої збігається з дотичною площиною до поверхні в точці M0. В цьому випадку із формули (15) одержимо


[image: image361.wmf]2

2

2

2

2

2

)

dv

(

G

Fdudv

)

du

(

E

)

dv

(

N

Mdudv

)

du

(

L

+

+

+

+

= 0  і  L (du)2 + 2Mdudv + N(dv)2 = 0. 
 Із цього рівняння можна одержати не більше двох напрямів du : dv (або dv: du), які йому задовольняють. Ці напрями на поверхні звуться асимптотичними.

Висновок. Всі криві на поверхні, які проходять через задану точку і мають в ній спільну дотичну і спільну стичну площину, мають в цій точці і однакову кривину, за винятком, коли дотична до кривої має асимптотичний напрям.

Теорема Мен’є
[image: image2874.wmf]Нехай задана поверхня 
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=
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(u,v), крива γ на поверхні і точка M  на ній, дотична 
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, головна нормаль 
[image: image365.wmf]n
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, центр кривини С  кривої в точці  M  і нормаль до поверхні  
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. Проведемо через дотичну 
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 і нормаль 
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 площину Σ, яка називається нормальною площиною. Площина Σ перетне поверхню по кривій γ0, яка зветься нормальним перерізом поверхні (Рис.9). Так як нормальний переріз є плоскою кривою, стичною площиною якої є площина Σ,
 то її головна нормаль 
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0  буде  збігатися з 
[image: image370.wmf]m

r

, тобто 
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0,= 
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,


Рис.9

   

а центр кривини  С0  кривої γ0  буде належати 
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r

. Запишемо формулу (15) для нормального перерізу γ0

к0 = 
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, бо    θ = 0,  і для кривої  γ
кcosθ =
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Якщо напрям 
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не є асимптотичним, то праві частини цих виразів однакові, бо криві  γ  і γ0  проходять через спільну точку M і мають в ній спільну дотичну. Отже, кcosθ = к0.  і   R = R0 , де  R = 
[image: image377.wmf]k
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,  R0 = 
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 - радіуси кривини кривих γ і γ0   в точці  M.
Теорема Мен’є.  Радіус кривини кривої γ на поверхні в заданій точці M дорівнює радіусу кривини нормального перерізу γ0, взятого в тій же точці і з тією ж  дотичною, помноженому на косинус кута  θ , утвореного стичною площиною кривої γ в точці M з нормальною площиною, проведеною  в тій же точці.

[image: image2875.wmf]Теоремі Мен’є можна дати наочну геометричну інтерпретацію. Побудуємо трикутник МСС0, у якого МС = R, МС0 = R0. За теоремою Мен’є  МС = МС0cosθ, тобто побудований трикутник є прямокутним з прямим кутом при вершині С. Таким чином, точка С є основою перпендикуляра, опущеного із центра кривини С0 нормального перерізу γ0  на головну нормаль 
[image: image379.wmf]n
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 кривої γ. Дотична 
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, яка є перпендикулярною до 
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 і 
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, буде перпендикулярною до площини трикутника МСС0, а, отже, і до його сторони СС0, яка, таким чином, перпендкулярна до  
[image: image383.wmf]t
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і 
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. Тепер теорему Мен’є можна сформулювати наступним чином: центр кривини С кривої γ в точці M є основою перпендикуляра, опущеного на стичну площину кривої γ із центра кривини С0 нормального перерізу γ0 , взятого в тій же точці і з тією ж дотичною. Щоб наочніше це уявити перетнемо поверхню площиною трикутника МСС0,  перпендикулярною до 
[image: image385.wmf]t
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,  і розглянемо проекцію на цю площину. Стична площина кривої γ спроекціюється в пряму, направлену по 
[image: image386.wmf]n

r

, а нормальна площина – в пряму, направлену по 
[image: image387.wmf]m
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. Якщо стичну площину кривої γ обертати навколо дотичної, то центр кривини С кривої буде

   Рис.10
[image: image2876.wmf] переміщуватися разом із 
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і так як кут при вершині С трикутника прямий, то точка С опише коло, побудоване на МС0 як на діаметрі (Рис.10). Це коло зветься колом Мен’є.

Окремий випадок. Нехай задана поверхня є сферою. Тоді теорема  Мен’є має очевидний характер. Всі нормалі сфери проходять через її центр, а довільний нормальний переріз є великим колом, центр кривини якого С0  збігається з центром сфери. Виберемо в ролі кривої γ довільний плоский переріз сфери, тобто коло, центр кривини С якого збігається з центром кола. Якщо тепер із центра сфери С0  опустити перпендикуляр на площину кола, то він попаде в центр кола С (Рис.11).



     Рис.11








  

  











Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.
1.  Поясніть геометричний зміст другої квадратичної форми.

2. Виведіть формули для обчислення коефіцієнтів другої квадратичної форми поверхні обертання  x = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = ((u).

3. Доведіть, що для точок сфери коефіцієнти другої квадратичної форми пропорційні коефіцієнтам першої квадратичної форми
4.  Сформулюйте теорему Мен’є і дайте її геометричну інтерпретацію.

5. Запишіть формули для визначення кривин нормальних перерізів в напрямах координатних ліній u і v поверхні 
[image: image389.wmf]r
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=
[image: image390.wmf]r
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(u,v).
6.  Обчисліть кривину kn нормального перерізу поверхні

x = аcosv,  y = аsinv,  z = u  в напрямі дотичної до лінії  v= 2u+1 на поверхні в довільній точці.

Відповідь:   kn = 
[image: image391.wmf]2
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.

7.  Обчисліть кривину kn нормального перерізу поверхні  z = ах2 – by2  в точці М(0,0,0) в напрямі  
[image: image392.wmf]1

=

dx

dy

.   
 Відповідь  kn = a – b.
Лекція 4
Головні напрями і головні перерізи. Головні кривини. Формула Родріга. Властивості головних напрямів. 

[image: image2877.wmf]Нехай задана поверхня  
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=
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(u,v), точка M на ній, нормаль 
[image: image395.wmf]m
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і дотична площина до поверхні в точці M. Проведемо через точка M нормальну площину, яка перетне поверхню по кривій γ, а дотичну площину по прямій – дотичній до нормального перерізу γ (Puс.12). Очевидно, через нормаль  
[image: image396.wmf]m
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можна провести безліч нормальних площин, які виділять на поверхні нормальні перерізи, а в перетині із дотичною площиною – дотичні до цих перерізів.  Для різних нормальних
перерізів дотична

 Puс.12 
може приймати положення довільної прямої у дотичній площині, або інакше, довільна пряма, проведена через  точку M у дотичній площині, є дотичною до деякого нормального перерізу, площина якого визначається цією прямою і нормаллю до поверхні 
[image: image397.wmf]m
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. Будемо здійснювати вибір нормального перерізу вибором одиничного вектора  
[image: image398.wmf]t

r

 у дотичній площині. Нормальна площина, проведена через цей вектор, виділить відповідний нормальний переріз. Обертаючи  вектор 
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 навколо точки M, ми одержимо всі нормальні перерізи, причому після повороту на кут 1800  ми повернемося у вихідне положення. Запишемо рівняння нормального перерізу у вигляді    u = u(s), v = v(s). Підставивши їх у рівняння поверхні, одержимо параметричне рівняння нормального перерізу у векторній формі 
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.   Уведемо позначення  
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 = η.  Тоді     
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uξ + 
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v η. 

Таким чином, для кожного нормального перерізу є свій одиничний вектор 
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, розкладений за векторами  
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u  і 
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v  із своїми коефіцієнтами  ξ  і  η. Навпаки, пара значень ξ і η однозначно визначає вектор
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, а, отже, нормальний переріз. Ця пара значень не може бути довільною, бо вона визначає одиничний вектор 
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v.η)2 = E ξ2 +2F ξ η + G η2 = 1.   (16) 

Знайдемо кривину 
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 нормального перерізу 
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 EMBED Equation.3  [image: image428.wmf]ds
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 = L ξ2 + 2М ξ η + N η2,  (17) 

[image: image2878.wmf]тобто кривина нормального перерізу є функцією ξ і η. Будемо обертати вектор 
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 навколо точки M, починаючи від деякого початкового положення 
[image: image432.wmf]0
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 (Puc.13). Тоді вектор  
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і його коефіцієнти ξ і η будуть неперервними функціями кута повороту (  
[image: image434.wmf]t
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= 
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((),  
ξ = ξ((), η = η((),  0 ≤ ( ≤ 1800.  Нормальна кривина 
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 теж
 
   Puc.13
буде неперервною функцією кута повороту (   
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((). Знайдемо її екстремуми. Диференціюємо (17) по (  і прирівняємо похідну до нуля

d
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= 2 Lξ dξ  + 2Мdξ η +2Мξdη + 2N ηdη = 0, або 

(Lξ + М η) dξ + (Мξ + N η) dη = 0.   (18)  Диференціюємо (16) по (  

2E ξ dξ  + 2F dξ η + 2Fξ dη + 2G ηdη = 0, або 

(Еξ + F η) dξ + (F ξ + G η) dη = 0.     (19) 

Отже, екстремальні значення функції 
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(() задовольняють двом умовам (18) і (19), які є однорідними рівняннями, і для яких умовою сумісності є рівність нулю визначника системи 
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. Помножимо рядки визначника на ds і врахуємо, що ξds = du, ηds = dv.  Одержимо  
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або в розгорнутому вигляді

  (LF – ME)(du)2 + (LG – NE)dudv + (MG – FN)(dv)2 = 0.    (21) 
З цього квадратного рівняння відносно du і dv можна визначити не більше двох відношень du : dv (або  dv : du), які визначать два напрями 
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 і 
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, а, отже, і два нормальні перерізи з екстремальними значеннями кривин к1 і к2. Ці нормальні перерізи називаються головними нормальними перерізами, кривини к1 і к2, які їм відповідають - головними кривинами,  напрями  
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 і 
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  - головними напрямами в точці М.  Розглянемо можливі випадки.

1. Всі три коефіцієнти рівняння (21) дорівнюють нулю

LF – ME = 0, LG – NE = 0, MG – FN = 0.   (22)
Це означає, що неможливо визначити головні напрями 
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 і 
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.
Але тоді із (22) маємо 
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, тобто коефіцієнти першої і другої квадратичних форм пропорційні і 
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3. LF – ME) = 0, MG – FN = 0, а  LG – NE ≠ 0.  Рівняння (21) матиме вигляд 
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Формула Родріга
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Властивості головних напрямів

Властивість 1. Головні напрями перпендикулярні між собою. 

Нехай du, dv і к1 – диференціали криволінійних координат і головна кривина, які відповідають одному із головних напрямів, а (u, (v, к2 - другому головному напряму. Запишемо формулу Родріга для кожного із цих напрямів
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Властивість 2. Головні напрями спряжені між собою.

Визначення. Два напрями du:dv  і  (u:(v  в точці М на поверхні називаються спряженими, якщо диференціал d
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Отже, головні напрями перпендикулярні і спряжені між собою. Ці властивості  є  і достатніми, щоб два напрями d  і  (  були головними. Дійсно, якщо для двох напрямів d  і  (  в точці М на поверхні виконуються умови 
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, тобто умову, якій задовольняють головні напрями.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1. Який напрям в точці на поверхні називається головним?

2. Для яких точок на поверхні довільний напрям є головним?

3. Запишіть диференціальне рівняння для визначення головних напрямів.

4. Сформулюйте теорему Родріга.

5. Назвіть властивості головних напрямів.

6. Знайдіть головні напрями на поверхні обертання.

    Відповідь:    u= const  і  v = const.
7. Запишіть рівняння дотичних до головних перерізів поверхні 

     x = u2 + v2, y = u2 – v2, z = uv  в точці M(u=1,v=1)

     Відповідь: 
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Лекція 5

[image: image2879.wmf]Формула Ейлера. Гаусова кривина поверхні. Індикатриса Дюпена. Класифікація точок на поверхні.

Нехай задана поверхня 
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Індикатриса кривини (індикатриса Дюпена)
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Отже, індикатриса Дюпена є кривою другого порядку. Розглянемо визначники
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(Lx + My)2+(lN - M2)y2, тобто  її знак при довільних х і у визначається знаком коефіцієнта L. Таким чином, у правій частині формули (26)  ми повинні взяти лише один знак  ”+”, або “-“. Навпаки, якщо точка М – еліптична, тобто поверхня розміщується по один бік від дотичної площини в точці М, то праворуч у формулі (26)  необхідно взяти один знак і індикатриса є еліпс. Велика і мала осі еліпса збігаються з головними напрямами  В омбілічній точці індикатриса є колом.

  2. δ  = LN – M2( 0,  К = к1 к2  = 
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( 0,  i точка М є  гіперболічною. Індикатриса кривини є гіперболою. Але ми маємо дві спряжені гіперболи  

[image: image2884.wmf]Lх2 + 2Мху +Nу2 = 1   і   Lх2 + 2Мху +Nу2 = -1. Вони мають спільні асимптоти і дійсна вісь однієї гіперболи є уявною віссю другої і навпаки. Точки поверхні розміщуються по обидва боки від дотичної площини в точці М. Кожній гіперболі відповідають точки поверхні, розміщені по один бік від дотичної



Pис.19 
площини і дотична площина перетинає поверхню по кривій, дотичні до якої в точці М є асимптотами гіпербол (Pис.19). Точка М є вузловою точкою цієї кривої. В напрямі асимптот кривина нормальних перерізів дорівнює нулю і гіперболічна мочка М  є точкою перегину
цих нормальних 
перерізів.
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= 0, Δ =(δ = 0  i точка М – параболічна. Індикатриса Дюпена є кривою параболічного типу, виродженою в пару паралельних прямих. Ліва частина (26) є повним квадратом 
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, бо із LN – M2 = 0  Mаємо    М = 
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. Пряма, яка проходить через точку М паралельно прямим індикатриси, визначає асимптотичний напрям на поверхні в точці М   (Pис.20). 

Рівняння індикатриси можна спростити, якщо осі Х  і  У  системи координат направити



 Pис.20
по головних напрямах. Тоді  М = 0, бо головні напрями спряжені, і рівняння індикатриси матиме вигляд  Lх2+Nу2 = ( 1. Але для  у = 0  х=
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Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1. Запишіть формулу Ейлера і поясніть геометричний зміст елементів цієї формули.
2. В яких випадках неможливо визначити в точці на поверхні головні напрями і головні кривини і чому?
3.  Доведіть, що середня кривина в усіх точках прямого гелікоїда 



х = u cosv, у = u sinv z =аv дорівнює нулю.

4. Знайдіть середню і повну кривини в точці М(0,0,0) поверхні  z= аху.

    Відповідь:  К = -а2, Н = 0.

5. Знайдіть лінії на поверхнях обертання х = f (u) cosv, у = f (u)sinv, z =((u), 
 на яких середня і повна кривини зберігають постійні значення.
    Відповідь: меридіани і паралелі.

6. Визначіть тип точок на поверхні х = аu cosv, у =bu sinv  z = ku.
7. Як будується індикатриса кривини і який вигляд вона має в різних   точках поверхні?
Лекція 6
Лінії кривини.  Асимптотичні лінії. Спряжені напрями.

Лінія, в кожній точці якої дотична направлена по одному із головних напрямів у цій точці, називається лінією кривини. Нехай задана поверхня 
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(u,v) і лінія кривини γ на ній, задана рівняннями  u = u(t), v = v(t). Так як дотична до лінії γ направлена по головному напряму, то диференціали криволінійних координат du, dv при переміщенні уздовж кривої γ задовольняють умові  (LF-ME)(du)2+(LG-NE)dudv+(MG-NF)(dv)2= 0.  (27) 
 Навпаки, якщо диференціали du, dv задовольняють умові  (27), то γ є лінією кривини. Таким чином, рівняння (27) є диференціальним рівнянням ліній кривини. Якщо виключити омбілічні точки, то рівняння (27) не перетворюється тотожньо в нуль  і  хоча  б один  із його коефіцієнтів не дорівнює нулю. Нехай  LF- ME ≠ 0. Ділимо на (dv)2    (LF-ME)
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 + MG-NF = 0. Розв(язавши це квадратне рівняння відносно 
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, одержимо два взаємно перпендикулярні напрями. 

[image: image881.wmf]dv
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 = f1(u,v)   i   
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 = f2(u,v).      (28)

Із теорії диференціальних рівнянь відомо, що через кожну точку (х,у) на площині проходить одна і тільки одна лінія, уздовж якої змінні  х,у  і їх диференціали dх, dу задовольняють рівнянню  
[image: image883.wmf]dx
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= f (х,у). Застосовуючи цей результат до рівнянь (28), можна стверджувати, що через кожну точку (u,v) на поверхні проходить одна і тільки одна лінія кривини, уздовж якої задовольняється перше рівняння із (28), і одна, уздовж якої задовольняється друге рівняння із рівнянь (28). Ми отримали дві сім(ї ліній кривини, які утворюють ортогональну сітку на поверхні.
Якщо коефіцієнти при (du)2 і (dv)2 в рівнянні (27) дорівнюють нулю, то одержимо    (LG-NE)dudv = 0. Звідси

1. du ≠ 0, dv = 0 – координатна лінія u.

2. du = 0, dv ≠ 0 – координатна лінія v, тобто координатні лінії u і v є лініями кривини, а координатна сітка є ортогональною сіткою ліній кривини.
Теорема. Для того, щоб координатна сітка була сіткою ліній кривини, необхідно і достатньо, щоб  F = M = 0 в кожній точці поверхні.

Необхідність. Нехай координатні лінії u і v є лініями кривини. Тоді вони задовольняють рівняння (27).  Підставимо  dv = 0.   Одержимо  
(LF-ME)(du)2 = 0, тобто  LF-ME = 0. Аналогічно для лінії v  du = 0   і  
(MG-NF)(dv)2 = 0, тобто  MG-NF= 0. Ми одержали два однорідні рівняння відносно F і M. Якщо припустити, що F і M не дорівнюють одночасно нулю, тобто система має нетривіальний розв(язок, то її визначник  LG-NE = 0. А це неможливо, бо тоді  всі  три коефіцієнти  рівняння  (27) дорівнюють нулю. Отже,  F = M = 0. 
Достатність.  Нехай F = M = 0, тобто  LF-ME = 0  і  MG-NF = 0. Тоді рівняння  (27)  матиме  вигляд    (LG-NE)dudv = 0.   Звідси  du ≠ 0,  dv = 0,  або     du = 0, dv ≠ 0, тобто лінії кривини  є  координатними лініями u і v. 

Теорема. В околі точки М, яка не є омбілічною, або точкою сплощення, поверхня може бути параметризована таким чином, що координатні лінії  u і v є лініями кривини.
Прикладом поверхні, координатна сітка якої є сіткою ліній кривини, є поверхня обертання, для якої, як відомо, F = M = 0,  а, отже, меридіани і паралелі є лініями кривини. 

Асимптотичні лінії.

Асимптотичним напрямом на поверхні називається напрям дотичної до нормального перерізу в заданій точці, кривина якого в цій точці дорівнює нулю. Лінія, дотична до якої в кожній її точці має асимптотичний напрям, називається асимптотичною лінією. Прирівняємо кривину нормального перерізу до нуля  
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 = 0. Звідси
 L (du)2 + 2Mdudv + N (dv)2= 0.   (29)  Отже, для того, щоб лінія на поверхні була асимптотичною необхідно і достатньо,  щоб диференціали криволінійних координат du і dv, які відповідають нескінченно малому переміщенню уздовж кривої, задовольняли умові (29), яка є, таким чином, диференціальним рівнянням асимптотичних ліній. Розглянемо питання про існування асимптотичних ліній на поверхні. 
Можливі три випадки.
1. Поверхня складається із еліптичних точок, які задовольняють умові  
К ( 0, або L N – M2 ( 0 i  L ≠ 0. Другу квадратичну форму можна записати у вигляді 
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 Тоді умова (29) не виконується ні для яких du, dv, бо вона додатня при L( 0 і від(ємна при L( 0. Отже, на поверхні, яка складається із еліптичних точок, не існує асимптотичних ліній.

2. Поверхня  складається  із гіперболічних  точок,  які  задовольняють  умові К ( 0, або L N – M2 ( 0. Асимптотичні лінії існують і утворюють сітку ліній на поверхні. Нехай L≠0 (або N≠0). Після ділення на (dv)2 (або (du)2) одержимо L
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 + L = 0).  Звідси 
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 = f 2(u,v),   (30) 
тобто через кожну точку (u,v) на поверхні проходить одна і тільки одна асимптотична лінія, уздовж якої задовольняється перше рівняння із (30),   і одна, уздовж якої задовольняється друге рівняння із рівнянь (30). 
Якщо L = N = 0, то рівняння (29) матиме вигляд   Mdudv = 0   і  du ≠ 0,  
dv = 0,  або du= 0, dv ≠ 0, тобто координатні лінії u і v є асимптотичними лініями. Таким чином, рівність нулю коефіцієнтів L = N = 0  є необхідною і достатньою умовою того, щоб координатна сітка u, v на поверхні була асимптотичною.
Необхідність. Нехай координатна сітка u, v є асимптотичною. Тоді лінії u (v= const)  і  v (u= const) повинні задовольняти рівняння (29), тобто   L(du)2 = 0   і  L = 0  і  N (dv)2 = 0,  N = 0. Достатність ми уже довели.

Теорема 1.  В околі гіперболічної точки поверхню можна параметризувати таким чином, щоб координатна сітка u,v була асимптотичною.
Теорема 2. Для того, щоб лінія на поверхні була асимптотичною, необхідно і достатньо, щоб вона була прямою, або її стична площина в кожній точці збігалася з дотичною площиною до поверхні в цій точці.

Доведення. Для довільної кривої має місце формула 

 к cos θ = 
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.   Для асимптотичної лінії 

L (du)2 + 2Mdudv + N (dv)2=0, тобто  к cosθ = 0. Це можливо у двох випадках : 
а) к = 0  в усіх точках лінії і, отже, вона є прямою;

 б) cosθ = 0  і  θ= ½π, тобто кут між головною нормаллю кривої  і нормаллю до поверхні дорівнює ½π і стична площина кривої є дотичною площиною до поверхні.

3. Поверхня складається із параболічних точок   K = 0,  LN -   M2 = 0. Тоді  L і N  не дорівнюють нулю одночасно. Нехай  L ≠ 0. Ділимо рівняння (29) на  (dv)2  L
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 + N = 0. Звідси   
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, бо LN-M2 = 0. Маємо лише один розв(зок і, отже, через кожну точку поверхні проходить одна і тільки одна асимптотична лінія. Але, як відомо, в  параболічній точці існує лише один асимптотичний напрям, який збігається з головним, і асимптотична лінія є одночасно лінією кривини, а, отже, прямою лінією. Таким чином, на поверхні, яка складається із параболічних точок, існує лише одна сім(я асимптотичних ліній, яка одночасно є сім(єю ліній кривини і це сім(я прямих ліній на поверхні.
Теорема Бельтрамі-Еннепера.  Скрут асимптотичної лінії дорівнює 
æ =(
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Для асимптотичних ліній вектор 
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 нормалі до поверхні перпендикулярний до її стичної площини, тобто направлений по бінормалі 
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 Розкладемо вектори 
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Спряжені напрями і спряжені сітки на поверхні.
Як відомо, два напрями  du:dv і (u:(v на поверхні в заданій точці називаються спряженими, якщо диференціал  d
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при переміщенні в напрямі одного із них перпендикулярний до другого і навпаки (Pис.21). Тоді  (d
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) = Ldudv + M(du(v +(udv) + Ndv( v = 0. (32)   Сітка ліній на поверхні називається спряженою, якщо
лінії різних сімей мають в кожній точці спряжені напрями, тобто їх напрями задовольняють рівняння (32), яке є, таким чином, диференціальним рівнянням спряжених напрямів. Спряжену сітку можна отримати, вибираючи одну сім(ю ліній на поверхні цілком довільно. Тоді друга сім(я визначиться однозначно із умови їх спряженості. Дійсно, нехай одна сім(я задана рівнянням ω(u,v) = с.     Тоді в кожній
точці




поверхні диференціали (u,(v криволінійних координат при переміщенні уздовж кривої сім(ї будуть задовольняти умові  ωu(u + ωv(v = 0.  Виключимо із розгляду точки, в яких       ωu = ωv = 0. Нехай  ωv ≠ 0. Тоді (u ≠  0  і  
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.   Позначимо через du,dv диференціали криволінійних координат, які відповідають переміщенню уздовж кривої другої сім(ї. Запишемо умову спряженості напрямів dv: du  і  δv: δu.
 Lduδu + M(du(v + (udv) + Ndv( v = 0.  Розділимо  на   (u ≠ 0  і  замінимо  
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Якщо коефіцієнти при   du і  dv  не дорівнюють нулю одночасно, то ров(язавши це рівняння, одержимо диференціальне рівняння  
[image: image955.wmf]du
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 = f1(u,v), якому задовольняє сім(я інтегральних кривих, напрями яких спряжені з напрямами ліній першої сім(ї. 
Якщо коефіцієнт при  du  (L - M
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) = 0, або навпаки, то du = 0, або dv = 0  і шукана сім(я, спряжена із заданою, є сім(єю координатних ліній v, або u відповідно.

Якщо (L - M
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)=0,   (34) то рівняння (33) задовольняється при довільних u і v, тобто довільна сім(я ліній на поверхні буде спряженою із заданою сім(єю. Але із (34) маємо LN – M2 = 0 і повна кривина К  в усіх точках поверхні  дорівнює нулю. Підставимо 
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  у (34) 
Lδu + Mδv = 0   і  M δu+ N(v = 0. Помножимо перше рівняння на (u, а друге на (v і додамо одне до другого  L (δu)2 + 2M δu δv + N((v)2=0. Отже, диференціали (u, (v задовольняють диференціальному рівнянню асимптотичних ліній. 
Висновок. За довільно вибраною сім(єю ω(u,v) = с   ліній на поверхні однозначно визначається друга сім(я ліній, яка утворює із першою спряжену сітку, за винятком випадку, коли вибрана сім(я є сім(єю асимптотичних ліній на поверхні, в кожній точці якої  К = 0, тобто яка складається із параболічних точок.
Примітка. Може трапитися, що друга сім(я ліній хоча і визначається однозначно, але збігається із вибраною, так що спряжена сітка вироджується в одну сім(ю ліній на поверхні. Очевидно, в цьому випадку напрями δu:δv  і du:dv збігаються і умова їх спряженості матиме вигляд 
 L(δu)2 + 2M δu δv + N((v)2 = 0, тобто диференціали δu,δv уздовж вибраної сім(ї задовольняють рівнянню асимптотичних ліній. Це означає, що в ролі сім(ї  ω(u,v) = с  вибрана одна із двох сімей асимптотичних ліній на поверхні з від(ємною повною кривиною К ( 0. Асимптотичний напрям сам собі спряжений.
Теорема. В околі кожної точки поверхні, яка не є точкою сплощення, можна увести таку параметризацію, при якій координатна сітка буде спряженою. При цьому одну сім’ю координатних ліній можна взяти довільно, аби тільки вона не була сім’єю асимптотичних ліній.

Якщо координатна сітка є спряженою, то М = 0. Дійсно, підставивши в рівняння (32) напрями координатних ліній du ≠ 0, dv = 0 i δu = 0, δv ≠ 0, одержимо
M du δv = 0, тобто  М = 0.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1. Який напрям на поверхні зветься головним?

2. Дайте визначення ліній кривини і запишіть диференціальне рівняння ліній кривин.

3. Який напрям на поверхні зветься асимптотичним?

4. Сформулюйте необхідні і достатні умови того, щоб координатна сітка u,v на поверхні була асимптотичною.
5. Які напрями на поверхні називаються спряженими?

6. Знайдіть лінії кривини параболоїда  z = аху.

    Відповідь : ln(ay + 
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7. Знайдіть 
на поверхні обертання х = f(u)cosv, y = f(u)sinv, z = ((u) сім(ю ліній, спряжених із сім(єю меридіанів.   Відповідь: u = const.
8. Знайдіть асимптотичні лінії на поверхні  z =
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y

y

x

+

.
 
    Відповідь: х = с1  у;  
[image: image965.wmf]2

2

1

1

y

x

-

= с2.
Лекція 7
Мінімальні поверхні. Третя квадратична форма. Сферичне відображення поверхні. 
Мінімальні поверхні

З кожною поверхнею ми пов’язуємо дві функції K(u,v) і H(u,v). Розглянемо поверхні, для яких  H(u,v) = 0. Такі поверхні звуться мінімальними. Вони мають найменшу площу серед усіх поверхонь, обмежених заданим контуром. Наприклад, якщо в мильний розчин опустити замкнений дротяний контур, то,     витягнувши його звідти, можна побачити, що на нього натягнута мильна плівка. Оскільки сили натягу завжди зводять до мінімуму площу поверхні плівки, то площа поверхні мильної плівки є мінімальною. 
Мінімальна поверхня є поверхнею від’ємної гаусової кривини, або площиною. Дійсно, H =½(k1+k2) = 0, тобто   k1 = -k2  і  К = к1к2 (  0. 
Якщо k1 = k2 = 0, то за формулою Ейлера  
[image: image966.wmf]k
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= к1 (cos()2 + к2(sin()2  = 0 .  Всі нормальні кривини дорівнюють нулю і ми маємо площину. Таким чином, мінімальна поверхня, яка не є площиною, складається із гіперболічних точок і тому в кожній її точці існує два асимптотичні напрями, а, отже, через кожну точку  мінімальної поверхні проходять дві  асимптотичні  лінії, які утворюють сітку  асимптотичних  ліній на поверхні. Покажемо, що ця сітка є ортогональною. 

Виберемо сітку  асимптотичних  ліній за координатну. Тоді L = N = 0 і, крім того, H = 0, тобто   LG  +  NE -  2MF  = 0  і 2MF = 0.  M ≠ 0, бо тоді L= M = N = 0 і поверхня є площиною. Отже, F = 0  і координатна, тобто асимптотична сітка,  ортогональна. Навпаки, якщо сітка  асимптотичних  ліній на поверхні ортогональна, то поверхня мінімальна. Віднесемо поверхню до асимптотичних ліній як координатних. Тоді  L= N = F = 0  і  LG + NE - 2MF = 0, тобто  H = 0 і поверхня мінімальна. Ми довели теорему.

Теорема Для того, щоб поверхня була мінімальною, необхідно і достатньо, щоб асимптотична сітка на ній була ортогональною.

Приклад. Знайти мінімальні поверхні обертання. Рівняння поверхні обертання, утвореної обертанням лінії   х = u,  z = ((u), у = 0  навколо осі z має вигляд     x = ucosv, y = usinv, z = ((u).  
Для поверхні обертання маємо 

 E = (f’u)2 + ((′u )2 = 1 + ((′u)2,  F = 0,  G = u2,  

L = 
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 Для мінімальної поверхні      LG + NE - 2MF = 0. 
Звідси  
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( 1 + ((′u)2) = 0, або 
u((uu + (′u(1+((′u)2) = 0.  
 Покладемо  (′u = w.  Тоді  ((uu = w′u   і   uw′t + w(1+w2) = 0. Далі   
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 і підставимо у рівняння кривої. Одержимо u = a 
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.   Це рівняння ланцюгової лінії. Отже, поверхня утворена обертанням ланцюгової лінії. Така поверхня зветься катеноїдом. Таким чином, єдиною мінімальною поверхнею обертання є катеноїд.

Третя квадратична форма
[image: image2887.wmf]Лема. Нехай задані дві вектор-функції 
[image: image980.wmf]r

r

=
[image: image981.wmf]r

r

(s) – радіус-вектор точок просторової кривої i одинична  вектор-функція 
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(s), яка визначає для кожного значення  s певне значення одиничного вектора 
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, або інакше, в кожній точці кривої  
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(s)  заданий одиничний вектор 
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, який змінює свій напрям від точки до точки за певним законом. Уведемо поняття швидкості обертання вектора 
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(s) по відношенню до шляху, пройденого точкою його прикладення. Перейдемо із точки  M(s) кривої в точку M1(s+Δs)  і розглянемо кут Δ(, утворений векторами 
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 Pис.22
вектор 
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(s+Δs)в точку M(s) (Pис.22).  Запишемо відношення  
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  і перейдемо до границі при  Δs→0. Ця границя називається швидкістю обертання вектора 
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(s) в точці M. Покажемо, що ця границя існує і дорівнює модулю похідної вектор-  функції 
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(s). Опишемо коло одиничного радіуса з центром в точці  M(s). Кут Δ( дорівнює довжині дуги 
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 кола між кінцями N і N1 векторів 
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(s). Перейдемо до границі
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+ε, де ε нескінченно мала величина разом із Δs. Помножимо на Δs   |Δ(|= |d
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|+ εΔs, тобто  |d(|= |d
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|, де d( - головна частина приросту кута (. Лема доведена.
Нехай задана поверхня 
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(u,v) і крива γ  u = u(s), v= v(s) на ній. При переміщенні по кривій γ із точки  M(s) в точку M1(s+Δs)  одиничний вектор 
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нормалі до поверхні буде вектор- функцією від параметра s 
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(u(s), v(s)). Згідно леми, швидкість обертання вектора 
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(s) по відношенню до шляху s, пройденого по кривій, буде  |d(|= |d
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vdv  і піднесемо до квадрата  (d()2 = (
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v)(dv)2.  Уведемо позначення  е = (
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v). Тоді
(d()2 = e(u,v)(du)2 + 2f(u,v)dudv +g(u,v)(dv)2. 
Ця квадратична форма відносно du i dv називається третьою квадратичною формою поверхні. Вона дорівнює квадрату диференціала кута, утвореного векторами нормалей до поверхні, проведених у нескінченно близьких точках кривої, або, що те ж саме, квадрату диференціала кута між дотичними площинами до поверхні у нескінченно близьких точках   M(s) і  M1(s+Δs). 
Таким чином, ми маємо три квадратичні форми поверхні.

(ds)2 = (d
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)2 – перша квадратична форма;
2λ = -( d
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) – друга квадратична форма;
(d()2 = (d
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)2  -  третя квадратична форма.

Третя квадратична форма відіграє значно меншу роль в теорії поверхонь ніж перші дві. Більше того, вона може бути чисто формально одержана із першої і другої квадратичних форм. Покажемо це. При переміщенні по кривій γ маємо 
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одиничні вектори дотичних, направлених по головних напрямах в точці M. Помножимо першу формулу на  к1 і додамо до другої
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. Аналогічно, помножимо першу формулу на  к2  і додамо до другої  
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. Так як вектори 
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 перпендикулярні між собою, то і вектори  d
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, які їм паралельні, також перпендикулярні між собою і їх скалярний добуток дорівнює нулю.
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)2 = 0 . Таким чином, третя квадратична форма дорівнює другій квадратичній формі помноженій на подвоєну середню кривину, мінус перша, помножена на повну кривину. 
Сферичне відображення поверхні
Нехай задана поверхня 
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(u,v) і область D на ній. Побудуємо в кожній точці області D одиничні вектори  
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 нормалей до поверхні.  Виберемо довільну точку О простору і відкладемо побудовані вектори від цієї точки. Так як 
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 одиничний вектор, то його кінець опише деяку область D' на сфері одиничного радіуса, яка [image: image2888.wmf]називається сферичним зображенням області D. Кожній точці М(u,v) області D відповідає точка M'(u,v) області D' з тими ж криволінійними координатами, яка називається сферичним зображенням 



точки М (Pис.23). Якщо точка  М є еліптичною, або гіперболічною точкою області D, то в околі цієї точки сферичне відображення є взаємно однозначним, бо в околі точки М  не існує двох точок, нормалі до поверхні в яких були б паралельними, а, отже, їхні зображення збігалися б. 
Наприклад,
сферичне зображення еліптичного, або гіперболічного параболоїдів є відкрита півсфера, циліндра обертання – велике коло на одиничній сфері, площини – точка. 
Очевидно, рівняння сферичного зображення  D'  матиме вигляд 
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- радіус-вектор точок області D'. Рухаючись по кривій γ в області D, ми описуємо відповідну криву γ'  на сфері в області D', уздовж якої  d
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 є диференціалом радіуса-вектора точок кривої  γ',  і, отже, (ds)2 = (d
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)2, тобто при сферичному відображенні третя квадратична форма поверхні відіграє роль першої квадратичної форми її сферичного зображення. При цьому параметрам u,v приписуються на поверхні і на сфері однакові значення  у відповідних точках. Кожному напряму 
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v dv на поверхні при її сферичному відображенні відповідає напрям на сфері d
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vdv. Нехай напрям 
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є асимптотичним напрямом на поверхні. Тоді
 
L(u,v)(du)2 + 2M(u,v)dudv + N(u,v)(dv)2 =-(
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. 
Таким чином,  при сферичному відображенні асимптотичного напряму його сферичне зображення d
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 йому перпендикулярне. Навпаки, якщо деякий напрям 
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 на поверхні перпендикулярний до свого сферичного зображення  d
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, то він є асимптотичним. Це дає можливість знаходити асимптотичні напрями на поверхні, не розв'язуючи диференціальне рівняння асимптотичних ліній.
 Для двох спряжених напрямів d і ( має місце рівність  
 -(d
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) = Ldudv + M(du(v+(udv) + Ndv( v = 0, 
 з якої випливає, що довільний напрям на поверхні перпендикулярний до сферичного зображення  спряженого з ним напряму і навпаки, якщо напрям на поверхні перпендикулярний до сферичного зображення  деякого іншого напряму на поверхні, то ці два напрями спряжені на поверхні. Цей факт дозволяє будувати спряжені напрями на поверхні за наступним алгоритмом. Будуємо сферичне зображення заданого напряму, проводимо до нього перпендикуляр у дотичній площині до сфери і повертаємо цей перпендикуляр на поверхню, який і визначить напрям на поверхні, спряжений із заданим. 
Якщо  
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 є головним напрямом на поверхні, то для нього можна записати формулу Родріга  d
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, тобто головний напрям паралельний своєму  сферичному зображенню і навпаки, якщо деякий напрям 
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 на поверхні паралельний своєму  сферичному зображенню  d
[image: image1115.wmf]m

r

, то він є головним.
Геометрична інтерпретація гаусової кривини.
Нехай точка M належить поверхні   
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(u,v)  і  M'  її сферичне
зображення. Так як вектор 
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є одиничним вектором нормалі не тільки до поверхні в точці M, але і вектором нормалі до сфери в точці M', бо він є радіусом сфери, то дотичні площини до поверхні в точці M і до сфери в точці M' паралельні між собою. В цих площинах розміщуються вектори 
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v, відповідно. Із паралельності площин маємо (
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v(.  Помножимо скалярно на  (
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Отже,  (
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v(. Проаналізуємо цей вираз, обмежившись випадком К≠0. Візьмемо його по модулю  |(
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v(| для сфери є те ж саме, що |(
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v(| для поверхні. Нехай області D на  поверхні відповідає область D' на сфері при сферичному відображенні області D. Площа S області D обчислюється за формулою  S=
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  і перейдемо до границі, коли область D необмежено зменшується і стягується в точку М. Тоді область D'  на сфері теж необмежено зменшується і стягується в точку М(. Як випливає із властивостей кратних інтегралів  їх відношення за таких умов прямує до границі, яка дорівнює відношенню підінтегральних виразів, тобто  
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Таким чином, модуль гасової кривини є границя відношення площі S( сферичного зображення D' області D на поверхні до площі S цієї області D, коли вона,  необмежено зменшуючись, стягується в точку М. 
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.
1. Поясніть геометричний зміст третьої квадратичної форми поверхні.

2. В яких випадках порушується одно-однозначна відповідність при сферичному відображенні області поверхні?

3. Показати, що сферичне зображення асимптотичного напряму йому перпендикулярне.
4. В якому випадку сферичне зображення  напряму на поверхні йому паралельне?

5. Доведіть, що прямий гелікоїд є мінімальною поверхнею і дві сім’ї асимптотичних ліній на ньому утворюють ортогональну сітку. Запишіть рівняння цих сімей.
Лекція 8
Обвідна однопараметричної сім'ї поверхонь. Характеристики сім'ї. Ребро звороту. Обвідна однопараметричної сім'ї площин.
  Розглянемо сім'ю поверхонь, які залежать від одного параметру с  F(x,y,z,с)=0. Кожному значенню с відповідає деяка поверхня сім'ї. Обвідною однопараметричної сім'ї поверхонь називається поверхня, яка в кожній своїй точці дотикається до деякої поверхні сім'ї. При цьому ми вважаємо, що всі точки поверхонь сім'ї є звичайними. Нехай M(x,y,z) довільна точка обвідної, яка одночасно належить  деякій поверхні сім'ї і є точкою дотику. Нехай с – значення параметра, яке відповідає цій поверхні.  Очевидно, що  с є функція  координат  точки  М   с = с (x,y,z). Нехай рівняння обвідної буде ((x,y,z) = 0. Координати  точки М задовольняють з одного боку рівнянню обвідної ((x,y,z) = 0, а з другого – рівнянню поверхні сім'ї F(x,y,z,с)=0. Ці два рівняння мають місце в кожній точці обвідної. Диференціюємо ці рівняння 

(′х dx +(′у dy + (′z dz = 0  i  F′x dx + F′y dy + F′z dz + F′c dc = 0, де dx, dy, dz, dc диференціали криволінійних координат, які відповідають нескінченно малому переміщенню точки  М по обвідній. Так як дотичні площини до поверхні  і до обвідної в точці  М збігаються, то  їх нормалі  
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F′x dx + F′y dy + F′z dz = 0.  Тоді   F′c dc = 0  і  F′c = 0. Випадок dc = 0, тобто
 с = const і не змінюється при зміщенні точки  М, не розглядаємо, бо це означало б, що всі точки обвідної попадали б на одну і ту ж поверхню сім'ї, тобто обвідною була б одна із поверхонь сім'ї. Таким чином, кожна точка M(x,y,z) обвідної і параметр с, який відповідає поверхні сім'ї, яка дотикається до обвідної в цій точці, задовольняють рівнянням F(x,y,z,с)=0,   F′с(x,y,z,с)=0.    (35) 

Поверхня (35) називається дискримінантною поверхнею. Виключаючи с, одержимо рівняння обвідної ((x,y,z) = 0, якщо вона існує. Так як кожна точка M(x,y,z) обвідної задовольняє рівнянню (35), то обвідна поверхня належить дискримінантній поверхні. Покажемо, що і навпаки, дискримінантна поверхня в кожному своєму куску є обвідною. Нехай M(x,y,z) довільна точка на дискримінантній поверхні, с – відповідне значення параметра. Тоді F(x,y,z,с)=0, тобто поверхня сім'ї, яка відповідає даному значенню с, проходить через точку М.  Далі маємо F′x dx + F′y dy + F′z dz + F′c dc = 0. Так як x,y,z,с задовольняють і другому рівнянню системи (35), то  F′с(x,y,z,с)=0  і  F′x dx + F′y dy + F′z dz = 0  (36).  Позначимо через 
[image: image1159.wmf]r

d

r

(dx,dy,dz) диференціал радіуса-вектора, який відповідає нескінченно малому переміщенню точки М. Тоді із (36)  (
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. Так як 
[image: image1164.wmf]r

d

r

 є диференціал радіуса-вектора, який відповідає нескінченно малому переміщенню точки М по дискримінантній поверхні в довільному напрямі, то всі дотичні до кривих, які проходять через точку М на дискримінантній поверхні, перпендикулярні до 
[image: image1165.wmf]N
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 і, отже, вектор 
[image: image1166.wmf]N
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 направлений по нормалі до дискримінантної поверхні і до поверхні сім'ї, тобто дотичні площини до дискримінантної поверхні і поверхні сім'ї в точці М збігаються і дискримінантна поверхня з обвідною.
Приклад. Записати рівняння обвідної сім’ї поверхонь  х+с2у+ z - 2с = 0.

Диференціюємо по с   F’c = 2су – 2 = 0. Виключимо с  с = 
[image: image1167.wmf]y
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 і підставимо в рівняння сім'ї   х + 
[image: image1168.wmf]y
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+ z - 2
[image: image1169.wmf]y

1

= 0, або ху + уz – 1 = 0.

Характеристики  сім’ї.

[image: image2889.wmf]При переміщенні точки М по обвідній поверхні значення параметра с змінюються і ми послідовно отримуємо різні поверхні сім’ї. Розглянемо на  обвідній геометричні місця, в точках яких с = с0= const. Ці точки задовольняють умовам     F(x,y,z,с0)=0,   F′с(x,y,z,с0)=0  (37) 
як точки обвідної. Умови (37) при фіксованому с=с0 визначають дві поверхні, а разом – криву їх перетину γ, яка одночасно належить поверхні сім’ї і обвідній і називається характеристикою сім’ї. Отже, характеристика сім’ї – це лінія, уздовж якої обвідна дотикається до деякої фіксованої поверхні сім’ї. Її рівняння буде F(x,y,z,с0)=0, F′с(x,y,z,с0)=0 при фіксованому с=с0. Таким чином, обвідну можна розглядати як геометричне місце характеристик: кожна 


Pис.24


із поверхонь сім’ї дотикається до обвідної по характеристиці, які в сукупності

заповнюють всю обвідну поверхню (Pис.24). 
До поняття характеристики можна підійти з інших міркувань. Розглянемо дві поверхні сім’ї, які відповідають двом нескінченно близьким значенням параметра с і  с+(с і перетинаються по деякій кривій γ. Координати точок цієї кривої задовольняють рівнянням  F(x,y,z,с)=0, F(x,y,z,с+(с)=0. За теоремою Лагранжа  
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, де с ( с1 ( с+(с. При (с→0 F′с(x,y,z,с1) → F′с(x,y,z,с) = 0. Це рівняння разом із рівнянням  F(x,y,z,с)=0 визначить граничне положення кривої перетину, яке, як видно із цих рівнянь, збігається із характеристикою. 
Приклад. Записати рівняння характеристик сім’ї поверхонь 
х+с2у+ z - 2с = 0. Диференціюємо по параметру с
Fc = 2су – 2 = 0.    При фіксованому с=с0  два рівняння 
 х+с20 у + z - 2с0 = 0  і  2с0 у – 2 = 0, які є рівняннями площин, визначать характеристику – пряму їх перетину. Її напрямний вектор має координати  
 (-с0,0,с0),  або (-1,0,1). 
Ребро звороту

Характеристики утворюють на обвідній сім'ю ліній, яка залежить від одного параметра с. Якщо ця сім’я має обвідну лінію, то ця обвідна зветься ребром звороту сім’ї поверхонь. Нехай ребро звороту існує і має рівняння х=x(t),   у = y(t),  z = z(t). Підставимо у рівняння обвідної поверхні 
F(x(t),y(t),z(t),с(t))=0, F′с(x(t),y(t),z(t),с(t))=0. Диференціюємо друге рівняння по t   
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Так як дотичний вектор  
[image: image1172.wmf]r
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t (x′t,y′t,z′t) ребра звороту збігається з дотичним вектором відповідної характеристики, то він перпендикулярний до нормалі поверхні, яка проходить через цю характеристику. Рівняння цієї поверхні є F′с(x,y,z,с) = 0, а її нормаль 
[image: image1173.wmf]c

N

r

 має координати 
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 EMBED Equation.3  [image: image1177.wmf]r
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’t) = 0. Тоді із (38) одержуємо 
[image: image1178.wmf]2
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 = 0. 
Таким чином, ребро звороту, якщо воно існує, задовольняє трьом рівнянням  F(x,y,z,с)=0,   F′с(x,y,z,с)=0,   F(сс(x,y,z,с)=0. 
Розв’язуючи ці рівняння відносно x,y,z одержимо параметричні рівняння ребра звороту х = х(с), у = у(с), z = z(с).  (39) 
Кожному значенню параметра с відповідає згідно (39) точка ребра звороту і точка на відповідній поверхні сім’ї. Ця точка зветься характеристичною точкою сім’ї поверхонь.
Обвідна однопараметричної сім’ї площин.

Цікавим з практичної точки зору є випадок, коли в ролі однопараметричної сім’ї поверхонь виступає однопараметрична сім’я площин
F(x,y,z,с) = А(с)х + В(с)у + С(с)z +D(c) = 0, 
 
або  (
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 EMBED Equation.3  [image: image1180.wmf]r
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) + D(c) = 0, де 
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(А(с),В(с),С(с)) – вектор, перпендикулярний до площин сім‘ї, а 
[image: image1182.wmf]r

r

(х,у,z) – радіус-вектор точок площин сім’ї. Запишемо рівняння дискримінантної поверхні
F(x,y,z,с) = А(с)х + В(с)у + С(с)z +D(c) = 0
F′c(x,y,z,с) = А′c(с)х + В′c(с)у + С′c(с)z +D′c(c) = 0, або 
(
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 EMBED Equation.3  [image: image1184.wmf]r
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) + D(c) = 0,   (
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′c 
[image: image1186.wmf]r
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) + D′c (c) = 0.  (40) 
При фіксованому с рівняння (40) є рівняннями площин, перетин яких визначить характеристику сім’ї - пряму. Очевидно, характеристика існує, якщо вектори  
[image: image1187.wmf]N

r

 і 
[image: image1188.wmf]N
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′c  не паралельні між собою. Їх паралельність означала б паралельність площин сім’ї, а, отже, відсутність обвідної. Ми виключимо цей випадок із розгляду. Таким чином, характеристики існують, а обвідна поверхня як їх геометричне місце є лінійчастою поверхнею. Щоб знайти ребро звороту обвідної поверхні додамо до рівнянь (40) третє рівняння 
(
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″cc (с)
[image: image1190.wmf]r
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) + D″cc (c) = 0. Тоді ребро звороту визначиться із системи

А(с)х + В(с)у + С(с)z +D(c) = 0
А′c(с)х + В′c(с)у + С′c(с)z +D′c(c) = 0

(41)
А(’cc(с)х + В(’cc(с)у + С(’ cc(с),z +D(’ cc(c) = 0.

Для існування розв‘язку необхідно, щоб визначник Δ системи не дорівнював нулю  Δ = 
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 ≠ 0, або  (
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 EMBED Equation.3  [image: image1193.wmf]N
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′c 
[image: image1194.wmf]N
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(cc) ≠ 0. Розглянемо можливі випадки 
1.  Δ ≠ 0. Система (41) може бути розв‘язана відносно параметра с 

х = х(с), у = у(с), z = z(с), або у векторній формі 
[image: image1195.wmf]r
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=
[image: image1196.wmf]r
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(с)- ребро звороту. Якщо раптом трапиться, що 
[image: image1197.wmf]r
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(с) = const, тобто ми одержали не криву, а точку, то в цьому випадку всі характеристики проходять через одну точку і обвідна поверхня є конічною поверхнею.
2.   Δ = 0. Система (41) несумісна і ребро звороту не існує. Але обертання в нуль визначника Δ, який є визначником Вронського, означає лінійну залежність функцій А(с), В(с), С(с), тобто  α А(с) + β В(с) + γ С(с) = 0, де α,β,γ = const  і постійний вектор  
[image: image1198.wmf]T
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(α,β,γ)  перпендикулярний вектору 
[image: image1199.wmf]N
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для довільного с. Це означає, що всі площини сім’ї паралельні постійному вектору 
[image: image1200.wmf]T
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 і їх характеристики, як граничні положення ліній перетину двох близьких  площин сім’ї, теж паралельні вектору 
[image: image1201.wmf]T
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 , а, отже, паралельні між собою. Тоді обвідна поверхня, як геометричне місце паралельних прямих, є циліндричною поверхнею.
Таким чином, якщо відкинути окремі випадки, то для кожного значення параметра с рівняння (40) визначають пряму – характеристику, система (41) визначає на цій характеристиці точку ребра звороту. При зміні параметра с характеристика описує обвідну поверхню, для якої площини сім’ї є дотичними площинами уздовж характеристик, точка ребра звороту описує ребро звороту, для якого характеристики є дотичними. 
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1.   Дайте визначення обвідної однопараметричної сім’ї поверхонь.

2.   Яка лінія зветься характеристикою сім’ї поверхонь?

3.   Дайте визначення ребра звороту обвідної поверхні.

4. Доведіть, що обвідна поверхня однопараметричної сім’ї площин є   лінійчатою поверхнею.

5.  Запишіть рівняння характеристики і ребра звороту обвідної сім’ї сфер постійного радіуса R, центри яких переміщуються по лінії  
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Відповідь: (
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(s0)) = 0 – характеристикa (велике коло сфери),    
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  - рівняння ребра звороту.
Лекція 9
Лінійчаті поверхні. Скісні лінійчаті поверхні. Лінія стрикції. Параметр розподілу скісної лінійчатої поверхні.

Лінійчаті  поверхні складають один із найпоширеніший в техніці клас поверхонь. Це, в першу чергу, циліндричні і конічні поверхні, гвинтовий коноїд, однопорожнинний гіперболоїд, гіперболічний параболоїд, поверхня косого клину (поверхня крила літака) і т.д.
[image: image2890.wmf] Лінійчата поверхня визначається як однопараметрична сім’я прямих простору. Виберемо в просторі деяку криву γ 
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(u), яку будемо називати напрямною. В кожній точці кривої задамо одиничний вектор 
[image: image1212.wmf]l
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(u) і проведемо через нього пряму. В результаті одержимо сім’ю прямих від одного параметра  u, які називаються твірними лінійчатої поверхні. Кожному значенню параметра  u відповідає певна точка  N  на напрямній і певна твірна, яка проходить через цю точку. Для визначення точки М на твірній необхідно задати відстань  v = MN  уздовж твірної від точки N (Pис.25). Тоді радіус-вектор точки M запишеться у вигляді
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       Pис.25
Рівняння (42) є параметричним рівнянням лінійчатої поверхні, координатними лініями u якої є напрямні, а координатними лініями v – твірні. Так як через кожну точку лінійчатої поверхні проходить прямолінійна твірна, то в кожній точці поверхні існує асимптотичний напрям, для якого нормальна кривина 
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 = 0. Таким чином, на лінійчатій поверхні не існують еліптичні точки і гаусова кривина від’ємна, або дорівнює нулю. 

Обчислимо похідні  
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u(u), 
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v = 
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(u)  і складемо їх векторний добуток, який, як відомо, направлений по нормалі 
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 до поверхні
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u(u) + v
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u(u) 
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(u)]. Так як  
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(u) і 
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(u)  залежать тільки від параметра u, то при фіксованому u = const, тобто, коли  точка  М рухається уздовж твірної, векторні добутки 
[image: image2891.wmf][
[image: image1234.wmf]r

r

u(u)
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(u)] і [
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u(u)
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(u)]  не змінюються і векторний добуток 
[image: image1238.wmf]N

r

 = [
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u
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v] змінюється лише завдяки зміні параметра v. Можливі два випадки.
1. Векторні добутки  [
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(u)] і [
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u(u)
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(u)] паралельні між собою. Тоді при зміні параметра v векторний добуток  [
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v] не змінює свій напрям і всі нормалі  
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 уздовж однієї твірної паралельні між собою, тобто при русі точки М уздовж твірної дотична площина, яка проходить через цю твірну, будучи перпендикулярною до постійного 

Pис.26
вектора нормалі  
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, залишається постійною уздовж твірної  (Pис.26). Така лінійчата поверхня називається розгортною лінійчатою  поверхнею, або торсом.   Умові паралельності векторних добутків [
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(u)] можна надати більш компактного вигляду. Вектор [
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(u)] перпендикулярний до 
[image: image1255.wmf]r

r

u і 
[image: image1256.wmf]l

r

, а вектор [
[image: image1257.wmf]l

r

u(u)
[image: image1258.wmf]l

r

(u)] перпендикулярний до 
[image: image1259.wmf]l

r

u і 
[image: image1260.wmf]l

r

.  Якщо [
[image: image1261.wmf]r

r

u (u) 
[image: image1262.wmf]l

r

(u)] || 
[
[image: image1263.wmf]l

r

u(u) 
[image: image1264.wmf]l

r

(u)], [image: image2892.wmf]то це означає, що три вектори  
[image: image1265.wmf]l

r

, 
[image: image1266.wmf]l

r

u,
[image: image1267.wmf]r

r

u перпендикулярні до одного і того ж вектора, а, отже, належать одній, дотичній до поверхні площині, тобто  компланарні. Тоді (
[image: image1268.wmf]r

r

u,
[image: image1269.wmf]l

r

,
[image: image1270.wmf]l

r

u) = 0 і лінійчата поверхня є розгортною. Якщо ця умова має місце не для всіх значень u, а тільки для деякого значення параметра u, то твірна, визначена цим значенням, називається торсовою, а всі інші – звичайними.
2. Векторні добутки  [
[image: image1271.wmf]r

r

u(u)
[image: image1272.wmf]l

r

(u)] і [
[image: image1273.wmf]l

r

u(u)
[image: image1274.wmf]l

r

(u)] не паралельні між собою. В цьому випадку при зміні значення параметра v, тобто при переміщенні точки М уздовж твірної вектор нормалі  
[image: image1275.wmf]N

r

  змінює не тільки довжину, але і свій напрям. Дотична площина, яка проходить через цю твірну і перпендикулярна до вектора нормалі  
[image: image1276.wmf]N

r

, змінює свій напрям, обертаючись навколо твірної  (Pис.27). Така лінійчата поверхня називається скісною лінійчатою  поверхнею, або нерозгортною. 
Pис.27
Скісні лінійчаті поверхні.      

Виберемо на скісній лінійчатій  поверхні дві нескінченно близькі твірні 
[image: image1277.wmf]l

r

(u)  і  
[image: image1278.wmf]l

r

( u+(u), які відповідають двом нескінченно близьким значенням параметра  u  і  u+(u. Розглянемо питання про існування спільного перпендикуляра, проведеного до цих твірних. Нехай точка M(u,v) буде основою цього перпендикуляра на твірній 
[image: image1279.wmf]l

r

(u), а точка М*(u+(u,v*)  його основою на твірній 
[image: image1280.wmf]l

r

(u+(u) (Pис.28). Зміщення 
[image: image2893.wmf]МM*=
[image: image1281.wmf])

),

(

*

*

D

+

v

u

u

r

r

- 
[image: image1282.wmf]r

r

(u,v)= (
[image: image1283.wmf]r

r

=
=
[image: image1284.wmf]r

r

( u+(u)+ v*
[image: image1285.wmf]l

r

( u+(u) - 
[image: image1286.wmf]r

r

( u)- v
[image: image1287.wmf]l

r

(u).
Обмежимося нескінченно малими першого порядку відносно (u. Тоді  

[image: image1288.wmf]r

r

( u+(u)= 
[image: image1289.wmf]r

r

( u) + d
[image: image1290.wmf]r

r

( u)  і  

[image: image1291.wmf]l

r

(u+(u) = 
[image: image1292.wmf]l

r

( u) + d
[image: image1293.wmf]l

r

(u). Підставимо у вираз для ( 
[image: image1294.wmf]r

r


d
[image: image1295.wmf]r

r

= 
[image: image1296.wmf]r

r

( u) + d 
[image: image1297.wmf]r

r

( u)+ v*(
[image: image1298.wmf]l

r

( u) + d
[image: image1299.wmf]l

r

(u)) – 
-
[image: image1300.wmf]r

r

( u)- v
[image: image1301.wmf]l

r

(u )= d
[image: image1302.wmf]r

r

 + (v*- v) 
[image: image1303.wmf]l

r

(u)+ v* d
[image: image1304.wmf]l

r

(u), де d
[image: image1305.wmf]r

r

- головна частина приросту (
[image: image1306.wmf]r

r

. За умовою  MM*(
[image: image1307.wmf]l

r

( u)  і  MM*(
[image: image1308.wmf]l

r

(u+(u) як їх спільний перпендикуляр. 
Отже,







Pис.28 
(MM* 
[image: image1309.wmf]l

r

( u)) = 0  і  (MM* 
[image: image1310.wmf]l

r

(u+(u)) = 0, або (d
[image: image1311.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1312.wmf]l

r

(u)) = 0  і (d
[image: image1313.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1314.wmf]l

r

(u+(u) )= 0.
Підставимо вираз для d
[image: image1315.wmf]r

r

 ((d
[image: image1316.wmf]r

r

 + (v*- v) 
[image: image1317.wmf]l

r

(u)+ v* d 
[image: image1318.wmf]l

r

(u)) 
[image: image1319.wmf]l

r

(u)) = 0. Звідси 
(d
[image: image1320.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1321.wmf]l

r

(u))+ (v*- v)=0 і v*- v =-(d
[image: image1322.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1323.wmf]l

r

)  (43). Далі 
(d
[image: image1324.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1325.wmf]l

r

(u+(u)) = (d
[image: image1326.wmf]r

r

(
[image: image1327.wmf]l

r

( u) + d 
[image: image1328.wmf]l

r

(u))) = (d
[image: image1329.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1330.wmf]l

r

( u))+ (d
[image: image1331.wmf]r

r

d
[image: image1332.wmf]l

r

(u))=(d
[image: image1333.wmf]r

r

d
[image: image1334.wmf]l

r

(u)) = 0, бо (d
[image: image1335.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1336.wmf]l

r

( u)) = 0 за умовою. Підставимо вираз для d
[image: image1337.wmf]r

r


 ((d
[image: image1338.wmf]r

r

 + (v*- v) 
[image: image1339.wmf]l

r

(u)+ v* d 
[image: image1340.wmf]l

r

(u))d
[image: image1341.wmf]l

r

(u))=( d
[image: image1342.wmf]r

r

 d 
[image: image1343.wmf]l

r

(u))+ v*( d
[image: image1344.wmf]l

r

(u))2 = 0. Звідси 
v* = -
[image: image1345.wmf]2

)

l

d

(

)

l

d

d

(

r

r

r

r

, або v* = -
[image: image1346.wmf]2

)

l

(

)

l

(

u

u

u

r

r

r

r

. Підставимо у (43)  -
[image: image1347.wmf]2

)

l

(

)

l

(

u

u

u

r

r

r

r

-  v =-(
[image: image1348.wmf]r

r

u
[image: image1349.wmf]l

r

)du, або 
v = -
[image: image1350.wmf]2

)

l

(

)

l

(

u

u

u

r

r

r

r

+ (
[image: image1351.wmf]r

r

u
[image: image1352.wmf]l

r

)du. При (u(0, du(0  і  
[image: image1353.wmf]v

u

0

lim

®

D

 = v0 =-
[image: image1354.wmf]2

)

(

)

(

u

u

u

l

l

r

r

r

r

 .  
Таким чином, якщо (u(0, тобто друга твірна прагне до суміщення з першою, точка  M , рухаючись по твірній,  займе деяке граничне положення M0, для якого v = v0.. Ця точка  M0, називається точкою стрикції, або центральною точкою твірної  
[image: image1355.wmf]l

r

(u). Геометрично точка стрикції є точка на твірній, з якої виходить спільний перпендикуляр до нескінченно близької твірної поверхні. Радіус-вектор точки стрикції має вигляд 


[image: image1356.wmf]r

r

 = 
[image: image1357.wmf]r

r

( u) - 
[image: image1358.wmf]2

)

(

)

(

u

u

u

l

l

r

r

r

r


[image: image1359.wmf]l

r

(u).   (44)  
При змінному u рівняння (44) є рівнянням кривої, яка є геометричним місцем стрикційних точок. Ця крива називається лінією стрикції поверхні. Очевидно, рівняння (44) має сенс, якщо 
[image: image1360.wmf]l

r

u(u) ≠ 0. Розглянемо випадок  
[image: image1361.wmf]l

r

u(u) = 0. Тоді  
[image: image1362.wmf]l

r

(u) = const, тобто всі твірні поверхні паралельні між собою. Це циліндрична поверхня, для якої не існує лінія стрикції. Це очевидно, бо з будь-якої точки твірної можна опустити перпендикуляр до нескінченно близької твірної поверхні, і, отже, втрачається поняття стрикційної точки. Якщо  
[image: image1363.wmf]l

r

u(u) = 0  має місце  тільки для певного значення u, то така твірна називається стаціонарним променем поверхні.
За визначенням стрикційна лінія є геометричним місцем основ перпендикулярів до твірних, але в загальному випадку вона не перпендикулярна до твірних. Прикладом може служити однопорожнинний гіперболоїд обертання. Його горло є лінією стрикції, але твірні перетинають горло під кутами, відмінними від прямих. З’ясуємо, чи існують лінійчаті поверхні, у яких  лінія стрикції перетинає твірні під прямим кутом, тобто для яких   (d
[image: image1364.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1365.wmf]l

r

(u)) = 0. Виберемо  стрикційну лінію за напрямну  
[image: image1366.wmf]r

r

(u). Тоді     (d
[image: image1367.wmf]r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1368.wmf]l

r

(u)) = 0   і 

 (d
[image: image1369.wmf]r

r

d
[image: image1370.wmf]l

r

) = 0, бо  v0.=- 
[image: image1371.wmf]2

)

(

)

(

u

u

u

l

l

r

r

r

r

= 0. З цих рівностей одержуємо, що вектор  d
[image: image1372.wmf]r

r

, дотичний до лінії стрикції, перпендикулярний до векторів 
[image: image1373.wmf]l

r

(u) і  
[image: image1374.wmf]l

r

u(u), які перпендикулярні між собою і розміщені в нормальній площині напрямної. Тоді 

[image: image1375.wmf]l

r

= cosθ
[image: image1376.wmf]n

r

+ sinθ
[image: image1377.wmf]b

r

,  де  
[image: image1378.wmf]n

r

,
[image: image1379.wmf]b

r

одиничні вектори головної нормалі і бінормалі напрямної. Диференціюємо по s, де  s довжина дуги напрямної

[image: image1380.wmf]+

-

+

+

-

=

t

q

b

q

q

n

q

q

r

r

r

k

ds

d

ds

d

ds

dl

(

cos

cos

sin

 æ
[image: image1381.wmf]b

r

) - sinθ æ, або  
d
[image: image1382.wmf]l

r

= - sinθ dθ 
[image: image1383.wmf]n

r

+ cosθ dθ 
[image: image1384.wmf]b

r

+ cosθ(-к
[image: image1385.wmf]t

r

+æ
[image: image1386.wmf]b

r

)ds æ – sinθ æ ds. Помножимо векторно на  
[image: image1387.wmf]n

r

, а потім скалярно на 
[image: image1388.wmf]b

r


([d
[image: image1389.wmf]l

r


[image: image1390.wmf]n

r

] 
[image: image1391.wmf]b

r

)= ((-sinθ dθ [
[image: image1392.wmf]n

r



 EMBED Equation.3  [image: image1393.wmf]n

r

] + cosθ dθ[
[image: image1394.wmf]b

r



 EMBED Equation.3  [image: image1395.wmf]n

r

] - к cosθ [
[image: image1396.wmf]t

r



 EMBED Equation.3  [image: image1397.wmf]n

r

]ds +
+ cosθ æ[
[image: image1398.wmf]b

r



 EMBED Equation.3  [image: image1399.wmf]n

r

]ds - sinθ æ ds [
[image: image1400.wmf]n

r



 EMBED Equation.3  [image: image1401.wmf]n

r

] 
[image: image1402.wmf]b

r

)=

= ((-cosθ dθ 
[image: image1403.wmf]t

r

- к cosθ ds
[image: image1404.wmf]b

r

- cosθ æds
[image: image1405.wmf]t

r

)
[image: image1406.wmf]b

r

). Остаточно 
([d
[image: image1407.wmf]l

r


[image: image1408.wmf]n

r

] 
[image: image1409.wmf]b

r

)= -к cosθ ds. Але d
[image: image1410.wmf]l

r

 належить нормальній площині і, отже, вектори d
[image: image1411.wmf]l

r

,
[image: image1412.wmf]n

r

,
[image: image1413.wmf]b

r

компланарні, тобто ([d
[image: image1414.wmf]l

r


[image: image1415.wmf]n

r

] 
[image: image1416.wmf]b

r

)= - к cosθ ds = 0.
Маємо два випадки.

1.  к = 0.  Стрикційна лінія є прямою і 
[image: image1417.wmf]l

r

( d
[image: image1418.wmf]r

r

. Лінійчата поверхня утворена прямими, перпендикулярними до прямолінійної напрямної, яку вони перетинають. Така поверхня називається прямим коноїдом, для якого стрикційна лінія служить віссю. Окремим випадком  прямого коноїда є  прямий гелікоїд, утворений прямими, проведеними із точок циліндричної гвинтової лінії перпендикулярно до її осі, яку вони перетинають.

2. cosθ = 0. Із розкладу  
[image: image1419.wmf]l

r

= cosθ 
[image: image1420.wmf]n

r

+ sinθ
[image: image1421.wmf]b

r

одержуємо 
[image: image1422.wmf]l

r

= 
[image: image1423.wmf]b

r

, тобто 
[image: image1424.wmf]l

r

 є бінормаллю напрямної – стрикційної лінії.
Висновок. Для лінійчатої поверхні, утвореної бінормалями  довільної просторової лінії, стрикційною лінією є вона сама і, таким чином, вона перпендикулярна до твірних поверхні.

Розглянемо загальний випадок, коли стрикційна лінія не перпендикулярна до твірних поверхні. Виберемо стрикційну лінію за напрямну. Тоді   v0 = 0   i  
(d
[image: image1425.wmf]r

r

 d 
[image: image1426.wmf]l

r

) = 0. Запишемо вираз для нормалі 
[image: image1427.wmf]N

r

0  до поверхні в стрикційній точці М0  і в довільній точці  М1   тієї ж твірної (Pис.29). 
[image: image2894.wmf]
[image: image1428.wmf]N

r

0 = [
[image: image1429.wmf]u

r

r



 EMBED Equation.3  [image: image1430.wmf]l

r

], 
[image: image1431.wmf]N

r

1 = [
[image: image1432.wmf]r

r

u
[image: image1433.wmf]r

r

v]= [
[image: image1434.wmf]r

r

u (u) 
[image: image1435.wmf]l

r

] + v[
[image: image1436.wmf]l

r

u(u) 
[image: image1437.wmf]l

r

(u)].   Знайдемо кут θ між векторами   
[image: image1438.wmf]N

r

0  і  
[image: image1439.wmf]N

r

1
tgθ=
[image: image1440.wmf][

]

[

]

])

][

([

])

([

]]

][

[[

])

])[

[

]

(([

]

])[

[

]

([

)

(

2

0

1

0

1

l

l

l

v

l

l

l

l

v

l

l

l

v

l

l

l

l

v

l

N

N

N

N

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

u

r

r

r

r

s

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

r

+

=

+

+

=

 Обчислимо подвійний векторний  і скалярний добутки
[[
[image: image1441.wmf]u

l

r


[image: image1442.wmf]l

r

][
[image: image1443.wmf]u

r

r


[image: image1444.wmf]l

r

]] = 
[image: image1445.wmf]l

r

(
[image: image1446.wmf]u

l

r


[image: image1447.wmf]u

r

r


[image: image1448.wmf]l

r

) - 
[image: image1449.wmf]u

l

r

(
[image: image1450.wmf]l

r


[image: image1451.wmf]u

r

r


[image: image1452.wmf]l

r

) = 
[image: image1453.wmf]l

r

(
[image: image1454.wmf]u

l

r


[image: image1455.wmf]u

r

r


[image: image1456.wmf]l

r

). 
([
[image: image1457.wmf]u

l

r


[image: image1458.wmf]l

r

][
[image: image1459.wmf]u

r

r


[image: image1460.wmf]l

r

]) = ( 
[image: image1461.wmf]u

l

r


[image: image1462.wmf]u

r

r

)(
[image: image1463.wmf]l

r



 EMBED Equation.3  [image: image1464.wmf]l

r

) – (
[image: image1465.wmf]l

r


[image: image1466.wmf]u

r

r

)(
[image: image1467.wmf]u

l

r


[image: image1468.wmf]l

r

) = 0. Тоді 
tgθ=|v|
[image: image1469.wmf]2

])

l

([

)

l

l

(

l

u

u

u

r

r

r

r

r

r

r

r

. Знайдемо знаменник, використавши формули 
[
[image: image1470.wmf]u

l

r

[
[image: image1471.wmf]u

r

r


[image: image1472.wmf]l

r

]] = 
[image: image1473.wmf]u

r

r

(
[image: image1474.wmf]u

l

r


[image: image1475.wmf]l

r

) - 
[image: image1476.wmf]l

r

(
[image: image1477.wmf]u

l

r


[image: image1478.wmf]u

r

r

) = 0  і




 Рис.29
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Величина  р  називається параметром розподілу лінійчатої поверхні. Знак кута  θ  вибирають таким чином, щоб формула (45) мала вигляд 
 tgθ =
[image: image1493.wmf]p

v

.  (46)  Ми довели теорему Шаля. 
Теорема Шаля  Якщо F є скісна лінійчата поверхня, то дотична площина уздовж твірної обертається  і  tgθ  кута пропорційний відстані v = ММ0  від точки стрикції М0  до точки дотику М.
Наслідок. Дотичні площини до лінійчатої поверхні в точках твірної, симетричних відносно точки стрикції, утворюють рівні за модулем і протилежні за знаком кути з дотичною площиною в точці стрикції  (Рис.29). 

Для розгортних поверхонь  (
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) = 0, і  р = 0, а   tgθ ( (, тобто дотичні площини в точках твірної перпендикулярні до дотичної  площини в стрикційній точці тієї ж твірної. 
Для скісної лінійчатої поверхні із формули (46) видно, що при v( (  дотична площина в точці М має граничне положення – площину, перпендикулярну до дотичної  площини в стрикційній точці М0  тієї ж твірної.
При v = р   tgθ = 1 і  θ = 45(, тобто параметр розподілу р є відстань, яку необхідно відкласти від точки стрикції уздовж твірної, щоб дотична площина повернулася на 45(.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1. Запишіть аналітичну умову розгортної лінійчатої поверхні і дайте геометричну трактову.

2.   Дайте визначення лінії стрикції.

3.   Дайте визначення параметра розподілу лінійчатої поверхні.

4.  Запишіть рівняння лінійчатої поверхні, утвореної головними нормалями циліндричної гвинтової лінії, і визначіть розгортна вона чи ні.
Відповідь: x = (a - v)cosu,  y = (a – v)sinu,  z = bu.  Нерозгортна.
5. Знайдіть лінію стрикції поверхні, утвореної головними нормалями просторової лінії  
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Лекція10

Розгортні лінійчаті поверхні (торси). Ребро звороту. Розгортна поверхня як поверхня нульової гаусової кривини.
Нехай F  розгортна  лінійчата поверхня задана рівнянням  
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[image: image2895.wmf] Так як твірні лінійчатої поверхні утворюють однопараметричну сім’ю ліній, то можна поставити питання про існування обвідної цієї сім’ї. Така обвідна, якщо вона існує, називається ребром звороту поверхні (Puc.30). Будемо шукати ребро звороту у вигляді  v = v(u), тобто на кожній твірній відмічаємо точку із значенням параметра v рівним  v(u). Підставивши це значення у рівняння поверхні, одержимо рівняння ребра звороту
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Puc.30
бо в цьому
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розгортної поверхні має місце умова  (
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  і  його можна розкласти за цими не паралельними векторами
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, то паралельність можлива лише за умови  1+ v(u)((u) = 0.  (48)
Можливі варіанти.

1.  ((u) = 0. Рівність (48) неможлива ні при якому значенні параметра u і ребро звороту не існує. В цьому випадку розклад (47) має вигляд  
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(u) = соnst, тобто всі твірні розгортної лінійчатої поверхні паралельні між собою. Маємо циліндричну поверхню. Навпаки, якщо  поверхня циліндрична, тобто 
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Таким чином, циліндрична поверхня розгортна, але не має ребра звороту. Це очевидно, бо сім’я паралельних прямих не може мати обвідної.
2.  ((u) ≠ 0.  Тоді  v(u) =-
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Можливі варіанти

а)  
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= соnst, тобто не залежить від u. Тоді рівняння (49) визначить точку на поверхні. Ребро звороту виродилося в точку, через яку проходять всі твірні поверхні, і розгортна лінійчата поверхня є конічною.  Навпаки, конічна поверхня є розгортною. Дійсно, виберемо вершину поверхні за початок координат. Тоді радіус-вектор довільної точки поверхні буде належати твірній і  
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б)  
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 є деякою функцією від u.Тоді рівняння (49) визначає криву – ребро звороту. Це є найбільш загальний випадок розгортної лінійчатої поверхні. Її твірні є дотичними до ребра звороту і можна стверджувати:

 в загальному випадку розгортна лінійчата поверхня є геометричним місцем дотичних до деякої просторової кривої – ребра звороту поверхні (Pис.31). 
[image: image2896.wmf]Навпаки, лінійчата поверхня, утворена дотичними до деякої просторової кривої 
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(u), є розгортною. Виберемо цю криву за напрямну лінійчатої поверхні. Так як твірні поверхні направлені по дотичних  до напрямної, то 
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, тобто він належить дотичній площині до поверхні, у якій розміщені вектори 
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Pис.31
площиною ребра звороту, яке є, в свою чергу, асимптотичною лінією на поверхні. Розгортна поверхня ділиться своїм
ребром звороту на дві порожнини. Півдотична, розміщена по один бік від точки дотику, описує одну порожнину, а друга півдотична – другу порожнину. Ці дві порожнини начебто обрізані по ребру звороту, а потім склеєні уздовж нього. Якщо перетнути поверхню нормальною площиною ребра звороту, то одержимо криву, яка яка  має  в точці ребра звороту особливу точку звороту першого роду.
Дійсно, віднесемо ребро звороту до натурального параметра s 
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Нехай  M0(s0) точка відліку довжини дуги на напрямній  s0 = 0 і  v(s0) = 0. Перенесемо початок координат у точку M0. Тоді   
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Так як площина перерізу є нормальною площиною напрямної, то коефіцієнти при 
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необхідно прирівняти до нуля, обмежившись членами другого порядку відносно s
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 v’’ss(s0) s2 = 0. Звідси  1 + v’s(s0)= 0  i  v’s(s0)=-1, а  v’’ss(s0)= 0. Тоді розклад набуває вигляду 
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Направимо вісь Y по 
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. Тоді рівняння лінії перерізу запишеться у вигляді   y=-
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- півкубічна парабола, для якої початок координат, тобто точка М0,  є особливою точкою звороту першого роду. 
Розгортна поверхня як поверхня нульової гаусової кривини.

Нехай F є деяка лінійчата поверхня. 
Теорема Необхідною і достатньою умовою того, щоб поверхня була розгортною є рівність нулю в кожній точці гаусової кривини  К = 0.
Необхідність. Нехай F розгортна лінійчаста поверхня  і 
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Достатність.   Нехай для поверхні F  К = 0  у всіх її точках, тобто всі точки поверхні є параболічними. Через кожну параболічну точку поверхні проходить тільки одна асимптотична лінія, сукупність яких утворює однопараметричну сім’ю асимптотичних ліній. Виберемо їх за сім’ю координатних ліній v. Тоді  N = 0. Так як K = 0, то М = 0, тобто (
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 і дотична площина уздовж твірної є постійними і лінійчата поверхня розгортна.

Приклад 1. Нехай F  є  циліндричною поверхнею. Тоді  
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0 = const  і рівняння поверхні має вигляд  
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Приклад 2.  Нехай F є конічною поверхнею. ЇЇ ребром звороту є точка –вершина конічної поверхні. Виберемо її за початок координат. Тоді 
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З’ясуємо, чому розгортні поверхні мають таку назву. Виявляється, що ці поверхні згинанням можна накласти на площину. Дійсно, із рівностей 

E = 1+ v2k2,  F = 1,  G = 1,  EG – F2 = v2k2  видно, що коефіцієнти першої квадратичної форми залежать тільки від кривини ребра звороту і не залежать від його скруту. Будемо неперервно згинати поверхню таким чином, щоб кривина ребра звороту не змінювалася, а  æ ( 0. Тоді коефіцієнти E, F, G не будуть змінюватися і в граничному положенні, коли  æ = 0,  ребро звороту стане плоскою кривою, а поверхня - площиною.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1.  Дайте визначення ребра звороту лінійчатої поверхні.

2.  Який вигляд має  ребро звороту конічної поверхні?

3. Доведіть, що ребро звороту є асимптотичною лінією розгортної лінійчатої поверхні.

4. Доведіть, що поверхня  x = u + sinv,  y = u + cosv,  z = u + a.   є розгортною лінійчатою поверхнею.
5.  Чи може  розгортна лінійчата поверхня бути мінімальною поверхнею?
6.  Доведіть, що прямолінійна твірна розгортної лінійчатої поверхні є лінією кривини поверхні.
7. Доведіть, що якщо лінійчата поверхня є мінімальною, то вона або гелікоїд, або площина. 
Лекція 11
Розгортна поверхня як обвідна однопараметричної сім’ї площин. Торси, утворені гранями супровідного тригранника просторової кривої. Полярна поверхня. Просторові еволюта і евольвента.

Обвідною однопараметричної сім’ї площин є  лінійчата поверхня, яка дотикається до кожної площини сім’ї по прямій – характеристиці. Покажемо, що ця поверхня розгортна. Дійсно, площина сім’ї дотикається по характеристиці – твірній обвідної лінійчатої поверхні і залишається, таким чином, постійною у всіх точках однієї твірної, тобто обвідна лінійчата поверхня розгортна. Навпаки, довільна розгортна лінійчата поверхня є обвідною однопараметричної сім’ї  її дотичних площин. Так як твірні розгортної  лінійчатої поверхні утворюють однопараметричну сім’ю прямих і через кожну твірну проходить єдина дотична площина, то дотичні площини теж утворюють однопараметричну сім’ю. В результаті,  розгортна лінійчата поверхня в кожній своїй точці дотикається до деякої площини  однопараметричної сім’ї площин і, отже, є їх обвідною. Ми довели теорему

Теорема. Для того, щоб лінійчата поверхня була розгортною, необхідно і достатньо, щоб вона була обвідною однопараметричної сім’ї площин. 

Торси, утворені гранями супровідного тригранника просторової кривої.

1.  Торс, який є обвідною поверхнею стичних площин просторової кривої γ, заданої рівнянням  
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Додамо рівняння 
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При фіксованому s (52) і (53) є рівняннями двох площин, перетин яких визначить характеристику сім’ї стичних площин паралельну вектору 
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Щоб одержати ребро звороту додамо третє рівняння, яке одержимо диференціюванням по s рівняння (53) 
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Таким чином, вектор 
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(s) – рівняння ребра звороту, яке збігається із заданою кривою
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(s). Отже, обвідною поверхнею однопараметричної сім’ї стичних площин просторової кривої є торс, утворений дотичними до цієї кривої.

2.  Торс, який є обвідною поверхнею спрямних площин просторової кривої. Рівняння сім’ї спрямних площин  ((
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Напрямний вектор характеристики буде паралельний векторному добутку
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Ця поверхня зветься спрямною. Свою назву поверхня одержала завдяки наступній властивості: при згинанні її на площину крива 
[image: image1758.wmf]r
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(s) переходить у пряму на площині. І навпаки, якщо при згинанні розгортної поверхні на площину крива 
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(s) переходить у пряму, то поверхня є спрямною. Спрямною поверхнею плоскої кривої  
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(s) є циліндрична поверхня, твірні якої проходять через точки кривої  
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(s) є циліндричною гвинтовою лінією, то спрямна поверхня є циліндр, на якому розміщена гвинтова лінія. Дійсно, дотична площина до циліндра є спрямною площиною гвинтової лінії, так як  її головна нормаль збігається з радіусом циліндра.

На кожній розгортній поверхні  F  через довільну її точку  М  в довільному напрямі в цій точці, який не збігається з твірною, можна провести криву γ,  для якої поверхня F є спрямною поверхнею.  Для доказу достатньо розгорнути поверхню F  на площину, провести через точку М'  на розгортці пряму у заданому  напрямі і знову зігнути поверхню до попереднього стану.

Теорема. Якщо дуга АВ лінії γ на розгортній поверхні F є найкоротшою серед усіх інших дуг, які з’єднують точки А і В, то поверхня F є спрямною поверхнею кривої  γ. 
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Характеристика – твірна поверхні визначиться із системи двох рівнянь при фіксованому s




Рис.32
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які є рівняннями нормальної площини і площини, паралельної спрямній площині і віддаленої від неї на відстань 
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= R. Отже, характеристика паралельна бінормалі і проходить через центр кривини кривої 
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Таким чином, обвідна поверхня нормальних площин  є геометричним місцем осей кривини кривої 
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  (57) – рівняння ребра звороту. Отже, ребро звороту торса, утвореного нормальними площинами просторової кривої, є геометричним місцем центрів стичних сфер цієї кривої.

Полярна поверхня цікава тим, що вона є носієм однопараметричної сім’ї кривих, які є узагальненням еволюти плоских кривих і називаються еволютами просторової кривої.

[image: image2898.wmf]Якщо задані дві просторові криві, точки яких можна поставити у відповідність так, що дотична до першої кривої є нормаль у відповідній точці до другої кривої, то перша крива називається еволютою, а друга – евольвентою по відношенню до першої. Або інакше: еволюта і евольвента – це відповідно ребро звороту і деяка ортогональна траєкторія (крива, яка перетинає твірні поверхні під прямим кутом) розгортної поверхні. Дійсно, дотичні до еволюти утворюють розгортну поверхню,  для якої еволюта є ребром звороту, і на якій евольвента, маючи твірні своїми нормалями, є ортогональною траєкторією. Навпаки, на будь-якій розгортній поверхні ортогональна траєкторія є евольвентою, бо перетинає твірні під прямим кутом, а для ребра звороту твірні є дотичними і воно є, таким чином, еволютою. Отже, для заданої еволюти існує безліч евольвент.

У просторової кривої існує безліч нормалей в кожній точці. Поставимо питання про вибір із цієї множини нормалей такі сукупності, які утворюють розгортні поверхні, а їх обвідна, тобто еволюта, є ребром звороту такої поверхні. Нехай   
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Ми отримали безліч функцій ((s), які відрізняються
на постійну величину  (0, 




Рис.34
тобто можна побудувати безліч розгортних поверхонь, для яких крива 
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Висновок Якщо дві розгортні поверхні мають спільну ортогональну траєкторію, то їх твірні зустрічаються на ній під постійним кутом. Навпаки, якщо всі твірні розгортної поверхні в точках, де вони зустрічаються з якою-небудь ортогональною траєкторією, повернути на 
один і той же кут у нормальних площинах






до траєкторії, то в нових положеннях вони знову утворять розгортну поверхню (Рис.34). Знайдемо ребро звороту однієї із цих поверхонь. Будемо шукати його у вигляді  v = v(s). Його рівняння у векторній формі буде 


[image: image1858.wmf]r

r

 = 
[image: image1859.wmf]r

r

(s)+ v(s) 
[image: image1860.wmf]l

r

(s).      (59)    Диференціюємо по  s 


[image: image1861.wmf]r

r

s = 
[image: image1862.wmf]s

r

r

+ vs (s) 
[image: image1863.wmf]l

r

(s) + v(s) 
[image: image1864.wmf]s

l

r

= 
[image: image1865.wmf]t

r

(s)+ vs (s) 
[image: image1866.wmf]l

r

(s) - v(s)к cos( 
[image: image1867.wmf]t

r

= 

=(1- к v(s) cos()
[image: image1868.wmf]t

r

+ vs (s) 
[image: image1869.wmf]l

r

(s). Так як 
[image: image1870.wmf]r

r

s  паралельний 
[image: image1871.wmf]l

r

, то 

1- к v(s) cos( = 0  і   v(s) = 
[image: image1872.wmf]q

cos

k

1

.  Підставимо в (59)


[image: image1873.wmf]r

r

 = 
[image: image1874.wmf]r

r

(s)+ 
[image: image1875.wmf]q

cos

k

1

 
[image: image1876.wmf]l

r

(s)=
[image: image1877.wmf]r

r

(s)+ 
[image: image1878.wmf]q

cos

k

1

( cos( 
[image: image1879.wmf]n

r

+ sin( 
[image: image1880.wmf]b

r

). Остаточно                     


[image: image1881.wmf]r

r

 = 
[image: image1882.wmf]r

r

(s)+ 
[image: image1883.wmf]k

1


[image: image1884.wmf]n

r

(s)+ 
[image: image1885.wmf]k

tg

q


[image: image1886.wmf])

(

s

b

r

.    (60)
Порівнюючи (60) з (57), ми бачимо, що вони відрізняються лише коефіцієнтом при 
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(s). Так як осі кривини утворюють розгортну полярну поверхню, 
то всі еволюти розміщуються на цій поверхні. При цьому через кожну точку М1  поверхні проходить одна і тільки одна еволюта, бо постійну інтегрування завжди можна підібрати таким чином, що при заданому значенні  s = s0 функція ((s) прийме наперед задане значення і вектор 
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 вкаже своїм кінцем в наперед задану точку на відповідній осі кривини. Змінюючи s, ми одержимо еволюту, яка проходить через точку М1.  Таким чином, еволюти розміщуються на полярній поверхні, цілком її заповнюючи, а їх дотичні, проведені в точках  М1 і М2,  сходяться на евольвенті під постійним кутом М1ММ2.
[image: image2901.wmf]У плоскої кривої γ полярна поверхня є циліндричною поверхнею,  твірні якої перпендикулярні до площини кривої, і яка проходить через плоску еволюту кривої γ  (Рис.36). У плоскої кривої, як і просторової, у кожній точці існує безліч нормалей, із множини яких можна вибрати такі, які утворюють розгортні поверхні. Тоді їх ребра звороту (еволюти) належать полярній поверхні, тобто циліндричній, і повністю її заповнюють. Таким чином, для плоскої кривої тeж існує безліч еволют.




Рис.36


Але для плоскої кривої  æ = 0  і формула  (58) має вигляд  ((s) = (0, тобто всі нормалі, які утворюють розгортні  поверхні, нахилені під постійним кутом до площини кривої  і еволюти плоскої кривої є лініями укосу.

Розглянемо обернену задачу: за еволютою  γ,  заданою рівнянням   
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 дотичний до еволюти і, отже, перпендикулярний до  
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(s). Інтегруючи почленно, одержимо 
v(s) = -
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 Ми одержали сім’ю кривих, кожна з яких є ортогональною траєкторією розгортної поверхні, тобто евольвентою по відношенню до еволюти γ. Із рівняння (61) видно, що при русі по еволюті відрізок твірної М1М2 зменшується настільки, наскільки збільшується довжина дуги  s еволюти. Якщо v1(s)  і  v2(s) рівняння двох ортогональних траєкторій (евольвент),  то   v1 = с1 – s,  v2 = с2 – s  і   v2 - v1 = с2 - с1, тобто відрізок твірної між ортогональними траєкторіями є постійним.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1.  Дайте визначення спрямної поверхні.

2.  Вкажіть властивості кривої по відношенню до її спрямної поверхні.

3.  Дайте визначення полярної поверхні.

4.  Сформулюйте поняття просторової еволюти і евольвенти як кривих на розгортній лінійчатій поверхні.

5.  За яких умов нормалі, проведені в точках просторової кривої, утворюють розгортні лінійчаті поверхні?

6.  Доведіть, що еволюта не може бути ребром звороту полярної поверхні.

7.  Знайдіть еволюти циліндричної гвинтової лінії.

Лекція 12
Геометричні властивості ліній кривини(теорема Монжа). Теорема Іоахімсталя. Спряжені сітки.

Нехай задана поверхня F рівнянням 
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(s) на ній. В кожній точці кривої γ проведемо нормаль 
[image: image1927.wmf]m

r

 до поверхні. Сукупність нормалей уздовж кривої γ, яка залежить від одного параметра s, утворює лінійчату поверхню  (Рис.37). Виникає питання, за яких умов ця поверхня є розгортною?  Відповідь дає теорема Монжа.

Теорема Монжа.  Для того, щоб  лінійчата поверхня, утворена нормалями до поверхні уздовж кривої  γ на поверхні, була розгортною, необхідно і достатньо, щоб ця крива була лінією кривини на поверхні.
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 до поверхні F уздовж кривої γ  утворюють розгортну лінійчату поверхню. Покажемо, що  крива γ  є лінією кривини на поверхні F.  Рівняння поверхні, утвореної нормалями 
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[image: image1933.wmf]r

r

s
[image: image1934.wmf]m

r



 EMBED Equation.3  [image: image1935.wmf]m

r

s)=0,   (62) 
  


тобто вектори 
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s  розміщені у дотичній площині до поверхні в точках кривої γ перпендикулярній до вектора 
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, з яким вони теж розміщені в одній площині. Це можливо лише у випадку, коли 
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 (63). Згідно формули Родріга це означає, що напрям d
[image: image1952.wmf]r
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 є головним на поверхні F  і дотична до кривої γ направлена по головному напряму, а, отже, крива γ є лінією кривини. 

Достатність. Нехай крива γ є лінією кривини на поверхні F. Тоді для неї має місце формула (63), а, отже, і формула (62), яка свідчить, що поверхня, утворена нормалями до поверхні уздовж лінії кривини, є розгортною.

Знайдемо ребро звороту цієї поверхні  v = v(s), або у векторній формі 
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(s) + v(s)
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(s)   (64).

Маємо 
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s = ((s)
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s(s)  і  v(s) = -
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. За формулою Родріга  
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 EMBED Equation.3  [image: image1962.wmf]r
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s. Тоді  - 
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s =  ((s)
[image: image1965.wmf]m

r

+( (s)
[image: image1966.wmf]r

r

s(s). Звідси ((s) = 0  і  ( (s)=- 
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, а  v(s) = -
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= R(s). Підставивши у (64), одержимо  
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(s) + R(s)
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(s)  – рівняння ребра звороту.  

Таким чином, щоб потрапити в точку ребра звороту, необхідно із точки М кривої γ опуститися уздовж нормалі  
[image: image1972.wmf]m

r

 на відстань R  в точку С, яка називається фокусом твірної  МС. Коли точка  М переміщується по кривій γ відповідна їй точка С описує ребро звороту.

 Таким чином, кожній лінії кривини на поверхні  F відповідає крива в просторі, до якої дотикаються нормалі 
[image: image1973.wmf]m
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 до поверхні, проведені уздовж цієї кривої. Лінії кривини утворюють на поверхні ортогональну сітку, яка складається із двох сімей ліній кривини. Тоді ребра звороту, побудовані для всіх ліній кривини, заповнюють поверхню, яка складається із двох порожнин. Кожна порожнина відповідає одній сім’ї ліній кривини. Ця поверхня називається еволютною поверхнею заданої поверхні  F. Кожна лінія кривини на поверхні F є евольвентою ребра звороту своєї еволютної поверхні.

Приклад 1. Нехай поверхня F є сферою. Виберемо на сфері довільну  криву  γ  (Pис.38). Ця крива є лінією кривини, бо всі точки сфери є омбілічними і довільний напрям в них є головним. Всі нормалі до поверхні сфери уздовж кривої γ  пройдуть через центр сфери і утворять конічну 



[image: image2903.wmf]поверхню, яка є розгортною. 




 Приклад 2. Нехай поверхня F є поверхнею обертання, утвореною обертанням плоскої кривої  MN  навколо осі - осі Z, розміщеної у площині кривої. Так як поверхня симетрична відносно площини меридіана MN, то нормаль до поверхні в точці M меридіана належить цій площині і перетинає вісь обертання в точці C. При обертанні кривої  MN точка  M опише коло – паралель поверхні обертання, а пряма MC – конус, залишаючись нормаллю до поверхні в точках паралелі (Puc.39). Отже, нормалі до поверхні обертання, проведені в точках паралелі, утворюють 


                         Puc.39
[image: image2904.wmf]розгортнуповерхню – конус і паралель є, таким чином, лінією кривини на поверхні обертання. Другу сім’ю ліній кривини утворюють меридіани, бо, як уже було сказано, нормалі  до поверхні обертання, проведені в точках меридіана, розміщуються в площині меридіана, утворюючи розгортну поверхню – площину. Фокуси кожної нормалі належать ребру звороту (еволюті) меридіана.
[image: image2905.wmf]M

Теорема Іоахімсталя.  Дві поверхні F1 і F2, які мають спільну лінію кривини γ, перетинаються уздовж неї під постійним кутом (Puc.40).

Доведення. Нормалі до поверхонь F1 і F2, уздовж лінії γ  утворюють розгортні поверхні, для яких γ є спільною ортогональною траєкторією. Тоді твірні поверхонь зустрічаються на ній під постійним кутом, а, отже, і дотичні площини до поверхонь F1 і F2, уздовж лінії γ утворюють постійні кути.
 Навпаки, якщо дві поверхні F1 і F2, перетинаються уздовж 
деякої кривої γ під постійним кутом  і крива γ є лінією кривини    
    Puc.40
на одній із поверхонь, то вона буде лінією кривини і на другій поверхні. Для доказу розглянемо дві поверхні F1 і F2 , які  перетинаються по кривій γ під постійним кутом. Побудуємо дві лінійчаті поверхні, утворені нормалями до поверхонь F1 і F2, уздовж лінії γ . Одна з цих поверхонь є розгортною, бо  γ  є лінією кривини на одній із поверхонь. Твірні другої поверхні одержані із твірних першої поворотом в нормальних до γ площинах на постійний кут. Тоді, як відомо, друга  лінійчата поверхня теж є розгортною, а крива γ є лінією кривини на другій поверхні. Теорема Іоахімсталя має практичне значення для пошуку ліній кривини на поверхні. Наприклад, якщо деяка поверхня перетинається під постійним кутом із сферою, то лінія перетину буде лінією кривини на поверхні, бо на сфері довільна лінія є  лінією кривини.

Спряжені сітки на поверхнях.  Сітка Кьонігса
Нехай задана поверхня F рівнянням 
[image: image1974.wmf]r

r

=
[image: image1975.wmf]r

r

(u,v), крива γ  
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(u) на ній і
точка М на кривій. Проведемо дотичну площину до поверхні в точці М. В
[image: image2906.wmf]дотичній площині через точку М проведемо довільний одиничний вектор 
[image: image1978.wmf]l

r

(u). Прямі в дотичній площині з напрямним вектором 
[image: image1979.wmf]l

r

(u) при переміщенні точки М по кривій γ утворять онопараметричну  сім’ю, тобто лінійчату поверхню (Pис.41). З’ясуємо, за яких умов ця поверхня буде розгoртною. Відкинемо тривіальний випадок, коли 
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(u)= 
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(u), тобто вектор 
[image: image1982.wmf]l
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(u) є дотичним вектором до кривої γ.  Виберемо криву γ  за напрямну лінійчатої поверхні, рівняння якої запишеться у вигляді   
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(u). Для розгортної поверхні маємо (
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) = 0. Вектори  
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 і 
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 належать дотичній  площині. Необхідно, щоб і вектор 
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 також належав цій площині. За цієї умови (d
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r



 EMBED Equation.3  [image: image1993.wmf]m
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)= 0.  



 Pис.41
Диференціюємо другий добуток по u 

 (d
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) = 0, тобто  
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( d
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. Отже, щоб дотичні уздовж деякої кривої γ утворювали розгортну поверхню, необхідно і достатньо, щоб в кожній точці кривої γ їхні напрями були перпендикулярними до вектора d
[image: image2004.wmf]m
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, який теж належить  дотичній площині до поверхні F в точці М. 
Таким чином, вектор 
[image: image2005.wmf]l
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(u) визначається однозначно, крім випадку d
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= 0. Але тоді 
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= соnst  і крива γ є плоскою кривою, а її площина є дотичною до поверхні в усіх точках кривої. Вектори 
[image: image2008.wmf]l
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 можна вибирати довільно у площині кривої і ми одержимо розгортну поверхню – площину кривої.

Повертаючись до загального випадку, відмітимо, що дотична площина  в точці М буде спільною для заданої поверхні F і побудованої лінійчатої поверхні, бо вона визначається двома неколінеарними  векторами 
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 і 
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, які є дотичними як на одній, так і на другій поверхні. Розгортну лінійчату поверхню можна розглядати як обвідну однопараметричної сім’ї дотичних до поверхні  F площин. Згадаємо, що напрями d  і (  на поверхні є спряженими, якщо при переміщенні в напрямі  d
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  вектор d
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 ( ( 
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 і навпаки. Тоді умова (
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) = 0  визначає напрям  
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 як напрям, спряжений з напрямом  
[image: image2017.wmf]u
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, дотичним до кривої  γ. 

Теорема.  Для того, щоб дотичні до поверхні уздовж деякої кривої  γ на ній  утворювали розгортну поверхню, необхідно і достатньо, щоб їх напрями були спряжені із напрямами дотичних до  кривої  γ  в кожній її точці.  

Наслідок. Лінійчата поверхня, яка дотикається до поверхні  F  уздовж деякої кривої  γ, є розгортною, якщо напрями її твірних спряжені з напрямами дотичних  до кривої  γ в кожній її точці. 
Теорема. Дотичні до ліній однієї сім’ї, проведені в точках їх перетину з лінією спряженої  сім’ї, утворюють розгортну поверхню.

Ця теорема дозволяє будувати спряжені сітки на поверхнях і одним із прикладів такої побудови є спряжена сітка Кьонігса. Виберемо в просторі пряму l і будемо проводити через неї довільні площини.  Перетинаючи ними поверхню  F, одержимо однопараметричну сім’ю ліній, дотичні до яких перетинають пряму l  (Pис.42). Виберемо на прямій l довільну точку М  і будемо проводити через неї [image: image2907.wmf]M

M

дотичні до ліній сім’ї. Точки дотику виділять на поверхні криву – лінію тіні, бо вона є границею освітленої і неосвітленої частин поверхні, якщо в точку М помістити джерело світла. Кожній точці прямої l відповідає своя лінія тіні, так що ці лінії теж утворять однопараметричну 


      Pис.42
сім’ю ліній. Лінії тіні разом із плоскими перерізами поверхні утворюють спряжену сітку на поверхні – сітку Кьонігса. Дійсно, дотичні до плоских перерізів уздовж довільної лінії тіні утворюють конічну, тобто розгортну поверхню і, отже, напрями цих дотичних спряжені із напрямами дотичних до лінії 




тіні в кожнійїї точці. Так як це має місце для будь-якої лінії тіні, то їх напрями спряжені з напрямами плоских перерізів і вони разом утворюють спряжену сітку на поверхні.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1. Сформулюйте теорему Монжа.

2.  Дайте визначення еволютної поверхні заданої поверхні  F.

3.  Доведіть, що меридіани і паралелі поверхні обертання є її лініями кривини (використайте теорему Монжа).

4.  Сформулюйте теорему Іоахімсталя.
5.  На поверхні   x = u cosv,  y = u sinv,  z = av
знайдіть сім’ю ліній, спряжених із сім’єю ліній  u +v2 = c  на поверхні.

Відповідь:     u = v2+c .

6.  На поверхні    z = аx2 + by2  знайдіть сім’ю ліній, спряжених із сім’єю 
ліній  y = c.
 Відповідь:  x = c.
Лекція 13
Конформне відображення поверхонь. Стереографічна проекція.

Нехай задані дві поверхні Φ1 і Φ2.  Топологічне відображення поверхні   Φ1  на Φ2  називається конформним, якщо воно зберігає кути між кривими, тобто відповідні криві на цих поверхнях перетинаються під однаковими кутами. 

Теорема. Для того, щоб відображення поверхні Φ1 на Φ2  було  конформним, необхідно і достатньо,  щоб коефіцієнти їх перших квадратичних форм, при відповідній параметризації, були пропорційні. Відповідна параметризація  полягає в тому, що відповідними точками на поверхнях є точки з однаковими криволінійними координатами, а, отже, відповідні криві на поверхнях мають однакові рівняння    u = u(t), v =  v(t).

Необхідність. Нехай відображення поверхні Φ1 на Φ2 є конформним і

(ds1)2 = E1(du)2+2F1dudv+ G1(dv)2, (ds2)2= E2(du)2+2F2dudv+ G2(dv)2  їх перші квадратичні форми. Оскільки конформне відображення зберігає кути між відповідними кривими, то має місце рівнiсть
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Ця рівність має місце для довільних кутів, в тому числі і для прямих. Отже, рівності 

E1du(u+F1(du δv+dv(u)+G1dv(v = 0

E2du(u+F2(du δv+dv(u)+G2dv(v = 0  повинні бути справедливими для довільних перпендикулярних напрямів d і (. Перепишемо їх у вигляді
(E1du +F1dv)(u +(F1du + G1dv)(v = 0
(E2du+F2 dv)(u +(F2 du + G2dv)(v= 0.
Маємо два однорідні рівняння,  для сумісності яких необхідна рівність нулю визначника системи
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 = 0, або в розгорнутому вигляді
(E1F2 –E2F1)(du)2 + (E1G2 –E2G1)dudv + (F1G2 –F2G1)(dv)2 = 0. Звідси
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( 0, тобто коефіцієнти перших квадратичних форм поверхонь пропорційні.

Достатність. Нехай коефіцієнти E1,F1,G1  і  E2,F2,G2  пропорційні, тобто 
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( 0. Покажемо, що кути між відповідними кривими однакові і відображення конформне. Маємо

соsθ1 = 
[image: image2023.wmf]2

1

1

2

1

2

1

1

2

1

1

1

1

2

2

)

v

(

G

v

u

F

)

u

(

E

)

dv

(

G

dudv

F

)

du

(

E

v

dv

G

)

u

dv

v

du

(

F

u

du

E

d

d

d

d

d

d

d

d

+

+

+

+

+

+

+

,
соsθ2 =
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Підставимо у першу рівність замість E1,F1,G1  їх вирази  (E2, (F2 і (G2  відповідно
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= соsθ2. Отже   θ1 = θ2  і відображення є конформним.
Стереографічна проекція

Стереографічна проекція є прикладом конформного відображення сфери на площину і була відома ще грецькому астроному Гіппарху (11 вік до н.е.).  Нехай F - сфера радіуса R з центром у точці С(0,0,R). Спроекціюємо її із центра  S(0,0,2R) на площину ХОУ). Така центральна проекція сфери зветься стереографічною проекцією (Pис.43). Уведемо на сфері криволінійні координати u і v. Рівняння сфери матиме вигляд

x = 2Rsinucosucosv
y = 2Rsinucosusinv, 
z = 2Rsin2u,            а площини
x = 2Rtgucosv, y = 2Rtgusinv,  z = 0.







[image: image2908.wmf]Обчислимо коефіцієнти E, F, G  першої квадратичної форми сфери  у вибраних криволінійних координатах і запишемо її лінійний елемент.

 E =4R2,   F = 0,   G = 4R2sin2ucos2u.

(ds1)2= 4R2((du)2+ sin2ucos2u(dv)2). 

Лінійний елемент площини матиме вигляд  (ds2)2=4R2
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стереографічна проекція є конформним відображенням сфери на площину. У цій проекції меридіанам (координатним лініям u) відповідають прямі пучка з центром в точці 0  на площині, а паралелям (координатним лініям v)  відповідають концентричні кола з  центром  O – ортогональні траєкторії цього пучка. Точці S відповідає нескінченно віддалена точка площини.
Конформне відображення поверхні обертання на площину.

Нехай поверхня обертання утворена обертанням лінії  x = u, y = 0,  z = f(u) навколо осі Z. Її рівняння буде 
x = ucosv,  y = usinv,  z = f(u),  u1 ( u ( u2, 0 ( v ( 2(. 
Запишемо лінійний елемент   (ds)2=(1 + (f’u)2)(du)2 + u2(dv)2 . 

[image: image2909.wmf]Ми бачимо, що E  і G є функціями тільки від u. Уведемо новий параметр u*, такий, що du* =
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Уведемо на координатній площині ХОY нову систему координат ( 0(, початок якої збігається з початком просторової системи координат ХОYZ  (Рис.44). Формули перетворення систем координат мають вигляд

x =( cos( +( cos(,  y = ( sin( +( sin(,  z = 0. Враховуючи, що ( = 90(+(  і cos( = (cos(90(+())= = - sin(,  sin( = cos(, одержимо

x =( cos(  -( sin(,   y = ( sin( + (cos(,  z = 0. Запишемо лінійний елемент площини 




Рис.44
(ds)2= (d()2 + (d()2. 

Для поверхні обертання покладемо u*= (, , v = (. Одержимо

(ds)2= u2(()((d()2+(d()2).
 Ми бачимо, що лінійний елемент поверхні обертання тільки множником u2(() відрізняється від лінійного елемента площини. Отже, ми одержали конформне відображення поверхні обертання на площину. Точці площини з прямокутними координатами (,,( відповідає точка поверхні обертання з криволінійними координатами (,,(. Меридіани і паралелі поверхні обертання  відображаються у координатні лінії (  і ( на площині. Таким чином, поверхня обертання відобразиться у прямокутник шириною 2(  і  висотою u2 - u1. 
Зокрема, таким же чином можна відобразити на площину і сферу. Нехай верхня півкуля сфери утворена обертанням півкола 
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Звідси 
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(Рис.45). Така проекція сфери на площину має назву проекції Меркатора. Вона використовується у мореплавстві. Довільна пряма на проекції перетинає всі меридіани


 Рис.45
сфери під постійним кутом, а так як відображення є конформним, то цій прямій відповідає на сфері лінія, яка перетинає меридіани під тим же постійним кутом. Така лінія називається локсодромою. Якщо корабель рухається по цій лінії, то його курс на протязі всього рейсу залишається незмінним і стрілка компасу нахилена під цим кутом до напряму ”південь – північ”. Коли штурман прокладає курс від однієї точки земної поверхні до іншої, то, маючи перед собою карту Меркатора, він з’єднує прямою ці точки на карті, вимірює кут з меридіаном і задає його стерничому. 





Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.
1. Яке відображення поверхні називається конформним?

2.  Яка проекція зветься стереографічною?

3.  Доведіть, що довільна поверхня обертання може бути параметризована таким чином, що її перша квадратична форма матиме вигляд  
   (ds)2=(du)2 + G(u) (dv)2 .

 4.   Доведіть, що сферичне відображення мінімальної поверхні в околі її довільної точки, яка не є точкою сплощення, конформне.

Лекція 14
Основні рівняння поверхонь. Формули Гаусса і Вейнгартена

До цього часу ми користувалися позначеннями Гаусса для запису рівнянь поверхонь у криволінійних координатах u,v, їх похідних, коефіцієнтів першої і другої квадратичних форм. Але в сучасній диференціальній геометрії частіше використовують позначення Річчі, які в багатьох випадках є більш зручними. Позначимо криволінійні  координати u,v  через u1 і  u2,  похідні 
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Позначимо (
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(ds)2 = gijduiduj,    L(du)2+2Mdu dv + N(dv)2 = bijduiduj   без символів сум. 

Нові позначення значно спрощують запис багатьох формул. Наприклад, формула для визначення кута між двома напрямами du : dv i (u : (v матиме вигляд
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В кожній звичайній точці  M(u1,u2)  поверхні  
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де (kij, hij, bji, hi  (і, j, k  =1,2) деякі невідомі коефіцієнти, які необхідно знайти. Для їх визначення помножимо скалярно обидві частини (66) на 
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коефіцієнти hij є коефіцієнтами другої квадратичної форми hij= bij і розклад (66) приймає вигляд 
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Помножимо обидві частини рівності (68) на  
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Маємо
 gij gjk = (ik  -  символ Кронекера,  рівний одиниці при   і = к  і нулю при   
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Підставимо у (69) 
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Коефіцієнти (kij  називаються символами Христофеля  другого роду, або просто христофелями. Вони виражаються тільки через коефіцієнти першої квадратичної форми і їх похідні. 
Знайдемо невідомі коефіцієнти   bji  і hi  у формулі (67). Очевидно, hi = 0, бо вектор  
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 -bi1 = b1i g11+ b2i g21,   -bi2 = b1i g12 + b2i g22. 
Розв’яжемо цю систему відносно  b1i  і b2i 
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Формула (71) зветься формулою Гаусса, а (72) - формулою Вейнгартена. Ці формули  називаються основними, або дериваційними (від слова  derivé – похідна) рівняннями  поверхні. Вони виражають похідні від векторів  
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Запишемо формулу (70) в розгорнутому вигляді
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Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1.  Записати формули Гауса і Вейнгартена і пояснити їх зміст.

2. Знайти символи Христофеля 2-го роду для поверхні, лінійний елемент якої має вигляд  (ds)2 = (((du)2 + (dv)2).
3.  Записати формулу Гауса для гелікоїда x = u cosv,  y = u sinv,  z = av.   
  Відповідь:  
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Лекція 15
Формули Гауса – Петерсона – Кодацці. Теорема Бонне.

З’ясуємо умови інтегрованості рівнянь Гауса  і  Вейнгартена. Диференціюємо обидві частини рівняння 
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Ця формула справедлива для довільних значень індексів i,j,k,l, отже вона залишиться вірною, якщо значення, які мав індекс  l приписати індексу j і навпаки. Формально це означає, що індекси  j і l помінялися місцями

(
[image: image2283.wmf]ilj

r

r



 EMBED Equation.3  [image: image2284.wmf]k

r

r

)+(
[image: image2285.wmf]il

r

r



 EMBED Equation.3  [image: image2286.wmf]j

k

r

r

) = 
[image: image2287.wmf]2

1

 (
[image: image2288.wmf]j

l

ki

u

u

g

¶

¶

¶

2

 + 
[image: image2289.wmf]j

i

lk

u

u

g

¶

¶

¶

2

- 
[image: image2290.wmf]j

k

il

u

u

g

¶

¶

¶

2

). 
       (74)
Віднімемо від (73) (74). Одержимо
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На перший погляд, надаючи у формулі (75) індексам  i,j,k,l  значень 1 і 2, можна отримати велику кількість формул. Насправді суттєвою є лише одна при  i=j=1,
к = l =2
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Якщо спробувати інші комбінації індексів, то одержимо або тотожності, або рівняння (76). Запишемо вирази для 
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Ця фундаментальна формула теорії поверхонь називається формулою Гауса. ЇЇ ліва частина є дискримінант другої квадратичної форми, а права частина містить тільки коефіцієнти першої квадратичної форми і їх похідні. Це означає, що дискримінант другої квадратичної форми є елементом внутрішньої геометрії поверхонь , тобто не змінюється при згинанні поверхні.

Теорема Гауса  Дискримінант другої квадратичної форми є інваріантом згинання.

Як видно із формули (78)  перша і друга квадратичні форми не є незалежними між собою. При заданій першій квадратичній формі не можна вибирати довільно другу квадратичну форму, бо її дискримінант визначається за формулою Гаусса через коефіцієнти першої квадратичної форми і їх похідні.
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Надаючи індексу і значення 1 і 2, одержимо два диференціальні рівняння, які  пов‘язують коефіцієнти другої квадратичної форми і їх похідні з коефіцієнтами першої квадратичної форми і їх похідними, які входять у вирази (кij. Ці рівняння називаються формулами Петерсoна – Кодацці. Формула Гауса разом із формулами Петерсoна – Кодацці вичерпують умови інтегрованості основних рівнянь поверхні. Їм можна надати наступну форму
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формули Петерсoна – Кодацці.  У випадку ортогональної координації  F = 0  і 
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Теорема Бонне  

Нехай  E(du)2 + 2Fdudv + G(dv)2 = 0  i  L(du)2 + 2Mdudv + N(dv)2 = 0  дві довільні квадратичні форми, перша із яких є додатньо визначена. Нехай для коефіцієнтів цих форм виконуються умови  Гауса - Петерсoна – Кодацці. Тоді існує і притому єдина з точністю до положення в просторі поверхня, для якої ці форми є відповідно першою і другою квадратичними формами.

Доказ теореми можна здійснити, виходячи із того, що формули Гауса - Петерсона – Кодацці вичерпують умови інтегрованості системи дериваційних рівнянь поверхні, і користуючись відповідними теоремами існування  розв’язку із теорії диференціальних рівнянь.  
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі

1.  Поясніть, чому гаусова кривина є елементом внутрішньої геометрії поверхонь. 

2.  За яких умов перша і друга квадратичні форми однозначно задають поверхню?

3.  Доведіть, що якщо координатна сітка на поверхні є сіткою ліній кривини, то формули Петерсона – Кодацці приймають вигляд

  Lv  =  H Ev,   Nu = H Gu,  де  Н – середня кривина поверхні.

4.  Доведіть, що якщо координатна сітка на поверхні є асимптотичною, то мають місце рівності
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де К гаусова кривина.
Лекція 16
Геодезична кривина кривих на поверхні. Геодезичні лінії.
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(u1(s),u2(s)) (79). Виберемо на  
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 (Рис.46). Кривина кg кривої  
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 в точці M називається геодезичною кривиною кривої γ в точці M. Геодезична  кривина кg вважається додатньою,   
   Рис.46
якщо дотична до  кривої  
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 при переміщенні по кривій γ в напрямі зростання дуги  s обертається проти годинникової стрілки, якщо дивитися з кінця вектора нормалі 
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[image: image2418.wmf]m

r

. Тоді крива 
[image: image2419.wmf]g

~

 є нормальним перерізом цієї циліндричної  поверхні. За теоремою Меньє кривина к кривої γ в точці M визначається за формулою 
k cos
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кg = k cos( = к(
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Знайдемо 
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Цей вектор називається вектором тангенціальної або геодезичної кривини кривої γ  (Рuc.47). Вектор [image: image2912.wmf]bij
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Перейдемо до довільної параметризації  t = t(s)  кривої  γ 

 u1 = u1(t), u2 = u2(t)  і 
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Якщо крива γ  задана явно  u2= f(u1), то формула (86) матиме вигляд
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У випадку площини, віднесеної до прямокутної системи координат ХОУ, маємо
(ds)2 = (dx)2 + (dy)2, g11 = g22 = 1, g12 = 0,  (кij = 0  і 

кg =
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= к,  тобто геодезична кривина кривої дорівнює її кривині.

Геодезичні лінії на поверхні.

Лінія на поверхні називається геодезичною, якщо її геодезична кривина в кожній точці дорівнює нулю. Оскільки геодезична кривина кривої дорівнює модулю вектора геодезичної кривини, то кg =(
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Очевидно, що і навпаки, якщо справджуються рівності (87),  то  
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 = 0, тобто  кg = 0   і  лінія є геодезичною. Таким чином, рівняння (87) є диференціальними рівняннями геодезичних ліній. Із формули  к
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, тобто головна нормаль геодезичної лінії в кожній її точці направлена по нормалі до поверхні. Навпаки, якщо головна нормаль деякої лінії на поверхні в кожній її точці направлена по нормалі до поверхні, то 
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Теорема  Для того, щоб лінія на поверхні була геодезичною, необхідно і достатньо, щоб її головна нормаль в кожній точці збігалася з нормаллю до поверхні в цій точці.

Наслідок  Стична площина геодезичної лінії в кожній її точці збігається  з нормальною площиною до поверхні.

Користуючись цим наслідком, можна стверджувати, що меридіани поверхні обертання є геодезичними лініями. На сфері геодезичними лініями є великі кола сфери. Якщо лінія на поверхні є одночасно геодезичною і асимптотичною, то вона пряма. Дійсно, стична площина асимптотичної лінії в кожній її точці є дотичною до поверхні, а геодезичної - нормальною площиною до поверхні. Це  можливо лише для прямої лінії, стична площина якої невизначена. Цей результат можна отримати також із формули 
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Наслідок 1. Довільна пряма на поверхні є геодезичною.

Наслідок 2. Якщо дві поверхні дотикаються уздовж кривої, яка є геодезичною на одній із них, то вона буде геодезичною і на другій. 
Рівняння  (87) є диференціальними рівняннями геодезичних ліній. Це два звичайні диференціальні рівняння другого порядку, де u1, u2 деякі функції від аргумента s, який задовольняє умові  (ds)2 = gij duiduj. Ці два рівняння можна звести до одного, якщо геодезичну лінію шукати у вигляді    u2= f(u1). Тоді із (86), поклавши кg = 0, одержимо    
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Маємо  диференціальне рівняння другого порядку, розв‘язком якого є двопараметрична сім‘я геодезичних. Друга похідна є поліном 3-го степеня відносно першої похідної, а коефіцієнти полінома залежать від аргумента u1 і функції f(u1). За теоремою існування можна довільно вибирати початкові умови u1= u10, u2 = u20 = f(u10), 
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)0. Тоді існує єдиний розв‘язок, який задовольняє цим початковим умовам в околі значень  u1= u10, u2 = u20 . Геометрично це означає, що через кожну точку  u10, u20  поверхні в кожному напрямі  (
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)0 проходить одна і тільки одна геодезична лінія, рівняння якої поблизу вибраної точки має вигляд  u2= f(u1). Відмітимо, що геодезичну лінію можна продовжити аж до краю поверхні, хоча ми згідно теореми існування розв‘язку будуємо її в малому околі, тому що рівняння геодезичної ми шукаємо у вигляді u2= f(u1), а такий запис рівняння можна забезпечити лише в малому. Тому геодезична буде складатися із кусків ліній, визначених рівняннями u2= f(u1), або рівняннями  
u1 = (( u2), поблизу точок, в яких 
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прямує у нескінченність.

Приклад.   Нормалі до поверхні уздовж лінії кривини утворюють розгортну поверхню, яка зветься еволютною. Ребро звороту еволютної поверхні є геодезичною лінією, бо його стична площина проходить через нормаль до вихідної поверхні, тобто є нормальною площиною.

Геодезична лінія на поверхні є узагальненням прямої на площині. Так як геодезична кривина кривої на площині дорівнює її кривині, то геодезична кривина прямої дорівнює нулю. Геодезична кривина є інваріантом згинання і залишається незмінною після згинання, тобто рівною нулю. Отже, при згинанні поверхні на площину геодезичні лінії на поверхні переходять у геодезичні лінії на площині, тобто у прямі.

Геодезичний скрут

Геодезичним скрутом в точці поверхні в заданому напрямі називається скрут геодезичної лінії, яка проходить через цю точку в заданому напрямі. Обчислимо його. Вектор головної нормалі геодезичної лінії в кожній її точці паралельний вектору нормалі до поверхні в тій же точці, тобто 
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Наслідок. Якщо геодезична лінія є одночасно лінією кривини, то геодезичний скрут в кожній її точці дорівнює нулю. Дійсно, за формулою Родріга  
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Висновок. Якщо лінія кривини є одночасно і геодезичною лінією на поверхні, то вона плоска.

Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.

1.  Дайте визначення геодезичної кривини лінії на поверхні.

2.  Який вектор називається вектором геодезичної кривини лінії на поверхні. Запишіть його координати.

3. Запишіть формулу для визначення геодезичної кривини лінії, заданої рівнянням  
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4.  Дайте визначення геодезичної лінії на поверхні.  

5.  Якщо геодезична лінія є одночасно лінією кривини, то вона плоска.  
5.  Доведіть, що довільна пряма на поверхні є геодезичною лінією.

6.  Обчисліть  геодезичну кривину довільної паралелі сфери.


     
Відповідь:  кg = 
[image: image2766.wmf]rR

r

R

2

2

-

,  де  R
- радіус сфери, r – радіус паралелі.
7.  Знайдіть геодезичні лінії на поверхні прямого кругового циліндра.
Відповідь:  
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Лекція 17
Геодезичні лінії на поверхнях обертання. Геодезичні як найкоротші. Напівгеодезична координатна сітка на поверхні

Диференціальне рівняння геодезичних на поверхні має вигляд
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 де  v = f(u) . Фактичне інтегрування цього рівняння є складною задачею, яка не має задовільного рішення для довільної поверхні. Але для поверхонь обертання таке інтегрування  можливе. Запишемо рівняння поверхні обертання, утвореної обертанням плоскої кривої γ  x = ((u), y = 0, z = ψ(u), розміщеної у площині  XOZ.

  x = ((u)cosv,  y = ((u)sinv,  z = ψ(u),  u1 ( u( u2.
Лінії   u (v=const) – меридіани, лінії  v(u=const) – паралелі. Перша квадратична форма поверхні має вигляд

 (ds)2 = (((′u)2 + (ψ′u)2)(du)2 + (2(u)(dv)2. Виберемо за параметр  u довжину дуги меридіана. Тоді уздовж меридіана   (ds)2 = (du)2,  тобто   ((′u)2 + (ψ′u)2 = 1  і  лінійний елемент поверхні має вигляд  

(ds)2 =  (du)2 + (2(u)(dv)2. Так як  E =1, F =0, G =(2(u), то (111=(112 =0, 
(122 = - 
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Знайдемо кут, який утворює геодезична (92) з меридіаном. Позначимо диференціали уздовж геодезичної через  du, dv,  а  меридіана через (u, (v = 0. 
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Теорема Клеро  Для довільної геодезичної на поверхні обертання добуток радіуса паралелі на синус кута, утвореного геодезичною лінією з меридіаном, є величина постійна.

Обернене не вірне. Дійсно, уздовж довільної паралелі ((u)sin( = 
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, але паралель буде геодезичною лише у випадку, коли дотичні до меридіанів уздовж паралелі будуть паралельні осі обертання, тобто, коли паралель є екватором.

Наслідок. Синус кута між геодезичною лінією і меридіаном зростає обернено пропорційно відстані точки від осі обертання.
Приклад. Розглянемо геодезичні на конусі обертання. Виберемо вершину конуса S за початок координат і позначимо через α кут, який утворюють твірні конуса з віссю  (Pис.48). Радіус паралелі, на якій розміщена точка М у площині нульового меридіана обчислюється за формулою   
[image: image2913.wmf]r = х= z tgα. За теоремою Клеро   z tgα sinθ = С, або
z sinθ = С ctgα. Кожній геодезичній лінії відповідає своє значення С. Для твірних, які теж є геодезичними, матимемо  С = 0,  бо ( = 0.  
Геодезична, для  якої  z = С ctgα,  тобто ( =
[image: image2806.wmf]2
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, перетинає твірну в точці М під прямим кутом, дотикаючись до паралелі 
 z = С ctgα  і від неї піднімається в обидва боки симетрично відносно твірної ОМ. Інші твірні вона перетинає під кутами (, які зменшуються із зростанням  z і збільшенням радіуса паралелі  (Pис.48).

Геодезична лінія як найкоротша.

Крива γ на поверхні, яка з’єднує дві її точки А і В називається найкоротшою, якщо будь-яка інша крива на поверхні, яка з’єднує ті ж самі точки А і В, має довжину не меншу ніж крива γ. 
Теорема   Геодезична лінія є найкоротша лінія на поверхні між двома її близькими точками А і В. 

Зауваження щодо близькості точок А і В є суттєвим. Дійсно, проведемо геодезичну лінію через точки А і В на сфері. Це буде велике коло, яке точками А і В розіб‘ється на дві дуги – більшу і меншу. Менша дуга геодезичної буде дійсно найкоротшою, а більша – ні. Властивість геодезичної бути найкоротшою є не тільки необхідною, але і достатньою, щоб лінія на поверхні була геодезичною. Для доведення необхідно дослідити на мінімум інтеграл 
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, взятий по деякій лінії АВ на поверхні і ми прийдемо до диференціального рівняння  геодезичної.

Напівгеодезична система криволінійних координат на поверхні.

Параметризація поверхні називається напівгеодезичною, якщо вона ортогональна і одна сім‘я координатних ліній складається із геодезичних. Таку параметризацію можна здійснити різними способами. Наприклад, в ролі координатних ліній u можна вибрати довільну сім‘ю геодезичних від одного параметра, а лінії v побудувати як їх ортогональні траєкторії. Так як геодезичні лінії на поверхні утворюють двопараметричну сім‘ю, то завжди можна вибрати яку-небудь однопараметричну сім‘ю геодезичних  
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g11 du1(u1+ g12(du1(u2+ du2(u1) + g22 du2(u2 = 0, або
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g22  f (u1, u2) ((u1, u2) + g12(f (u1, u2) + ((u1, u2)) + g11 = 0. Звідси
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Виберемо криві 
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Для координатних ліній u1 du2=0  і 
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Pис.49
cім’ї геодезичних називають геодезичними паралелями (Pис.49).


  
У напівгеодезичній системі координат маємо g11=1, g12= 0, (111=(112 = 0, 
(122 =-
[image: image2842.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image2843.wmf]1

22

u

g

¶

¶

, (211=(222= 0,  (212=
[image: image2844.wmf]22

2

1

g



 EMBED Equation.3  [image: image2845.wmf]1

22

u

g

¶

¶

. Рівняння геодезичних 


[image: image2846.wmf]1

1

u

u

f

¢

¢

( u1) = -
[image: image2847.wmf]22

1

g



 EMBED Equation.3  [image: image2848.wmf]1

22

u

g

¶

¶


[image: image2849.wmf]1

u

f

¢

- 
[image: image2850.wmf]22

2

1

g

 
[image: image2851.wmf]2

22

u

g

¶

¶

(
[image: image2852.wmf]1

u

f

¢

)2  - 
[image: image2853.wmf]2

1



 EMBED Equation.3  [image: image2854.wmf]1

22

u

g

¶

¶

 (
[image: image2855.wmf]1

u

f

¢

)3. 

Гаусова кривина буде обчислюватися за формулою
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.  
Прикладом напівгеодезичної системи координат є меридіани і паралелі на поверхні обертання, на площині – полярна система координат.

Побудуємо напівгеодезичну координатну сітку на довільній поверхні. Виберемо на поверхні деяку криву γ0.  Покажемо, що ця крива в околі звичайної точки поверхні може бути включена в сім‘ю геодезично паралельних їй кривих  γ, причому існує напівгеодезична система координат, u1, u2,  для якої ці криві будуть координатними лініями  u2. Віднесемо криву γ0  до деякого параметра  u2. В кожній точці кривої  γ0  виберемо напрям на поверхні, перпендикулярний до напряму кривої γ0  і  побудуємо в цьому напрямі геодезичну лінію. Відкладемо на побудованій геодезичній дугу, довжину якої позначимо через u1 із знаком плюс, або мінус в залежності від напряму, в якому дуга відкладена від γ0. В результаті ми прийдемо в деяку точку M(u1,u2)  на поверхні, положення якої повністю визначається значеннями u1,u2, які можна вибрати як криволінійні координати на поверхні. Лінії u1 геодезичні і u1 відіграє роль довжини дуги. Лінія γ0  належить сім‘ї ліній u2 при u1= 0. 

Таким чином, ми побудували напівгеодезичну систему координат на поверхні, використавши довільну криву γ0. Ми обмежилися малим околом точки  u2= u20   кривої γ0, бо геодезичні, проведені перпендикулярно до напряму кривої γ0, можуть перетинатися при їх продовженні, а, отже, не можуть служити координатними лініями на поверхні.

Наслідок. Довільна  геодезична в околі своєї точки M0  може бути включена у напівгеодезичну систему координат як лінія u1. Дійсно, для цього досить через точку M0  провести перпендикулярно до геодезичної криву γ0, а потім, маючи криву γ0,побудувати вказаним вище способом в околі точки M0   напівгеодезичну систему координат. Вихідна геодезична лінія автоматично опиниться в числі ліній u1  цієї системи.

Окремим випадком напівгеодезичної системи координат на поверхні є напівгеодезична система координат з опорною геодезичною лінією. Для її побудови виберемо на поверхні яку-небудь геодезичну лінію γ, яку будемо вважати координатною лінією u2, для якої u1= 0. Для кривої γ 
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)2 = 0  і  (122= 0.  Через кожну точку геодезичної γ проводимо перпендикулярну до неї геодезичну. Одержимо однопараметричну сім‘ю геодезичних, яка разом з їх ортогональними траєкторіями утворить напівгеодезичну систему координат, для якої  (ds)2 = (du1) 2 + g22(du2)2. 
Виберемо за параметр u2 довжину геодезичної лінії γ. Тоді (ds)2 = (du2)2, (u1= 0).  
 Крива γ називається опорною геодезичною лінією. Рівність   g22 = 1   і  
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= 0  виділяє серед напівгеодезичних систем координат на поверхні напівгеодезичну систему координат з опорною геодезичною. Прикладом напівгеодезичної системи координат з опорною геодезичною на площині є звичайна прямокутна система координат.
Запитання для самоперевірки. Вправи і задачі.
1.  Сформулюйте теорему Клеро. Вкажіть її геометричний зміст. 

2. Яка координатна сітка на поверхні називається напівгеодезичною. 
Вкажіть її властивості.

3. Яку координатну сітку на поверхні називають напівгеодезичною з опорною геодезичною
4.  Обчисліть коефіцієнти першої квадратичної форми поверхні, віднесеної до напівгеодезичної  координатної сітки.
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