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УЗАГАЛЬНЕННЯ ВІЗІЄРИ
НТУУ  "Київський політехнічний інститут", Україна
На основі відомого способу утворення однієї з визначних плоских раціональних кривих третього порядку – візієри – запропоновано спосіб утворення родини кубічних раціональних кривих та виконано дослідження отриманих кривих. 
Постановка проблеми. Деякі з відомих плоских кривих третього порядку, таких як цисоїда, строфоїда, візієра та ін., можуть бути утворені як геометричні місця точок, зв'язаних з певними колами та прямими [1]. Так, наприклад, плоска кубічна крива, що відома під назвою візієри Пеано, може бути утворена таким чином: змінна пряма l, яка проходить через початок координат, перетинає коло 
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 та пряму у=а відповідно в точках M та L (рис.1). Середина відрізка ML – точка P – описує криву, названу візієрою.
Точки прямої l, певним чином зв'язані з точками М та L, утворюють родину кривих, дослідженню яких присвячена стаття.
Аналіз останніх досліджень і публікацій. Одним з найбільш поширених способів утворення кривих є спосіб утворення за допомогою геометричних місць точок, які задовольняють певним умовам. При цьому для утворення, наприклад, кубічних кривих застосовують такі геометричні елементи, як прямі, кола та ін. [1, 2].
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	Рис.1. Візієра
	Рис.2. Утворення родини раціональних циркулярних кубічних кривих


Існує, наприклад,  спосіб утворення кривих за допомогою кола та змінної прямої l (рис.2). 
Точки М змінної прямої l, для яких QM=AB, утворюють, при різних положеннях кола відносно осі Оу, родину раціональних циркулярних кривих третього порядку, особливі точки яких можуть бути ізольованими, вузловими та точками перегину [1]. Так, наприклад, при е=r>0  точки М  належать одній з визначних кубічних кривих – цисоїді.
Формулювання цілей та завдання статті. На основі відомого способу утворення однієї з визначних плоских раціональних кривих третього порядку – візієри – визначити та дослідити родину плоских кубічних кривих ліній.
Основна частина.  Для утворення родини кривих на змінній прямій l, рівняння якої має вигляд у=кх, обираємо точку К, для якої 
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де f – коефіцієнт,  f≠0,  f ≠-1,

L – точка перетину прямої l з прямою y=a,

M –  точка перетину прямої l з колом 
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 (рис.3).
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Рис.3. Утворення родини раціональних кубічних кривих
Підставивши в рівняння (1) координати точок L(a/k; a) та 
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, отримуємо параметричні рівняння родини кривих:
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Неявне рівняння родини кривих (2) має вигляд:
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При f=-1/2 отримуємо візієру, параметричні рівняння якої мають вигляд:
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 неявне: 
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Криві (3) мають горизонтальні асимптоти, рівняння яких визначимо з виразу 
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, звідки маємо:
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(асимптота візієри має рівняння у=а/2).

Єдина дійсна точка розриву R кривих (2) має параметр k=0. 
Координатна пряма х=0 перетинається з кривими (3) в точці А(0,а) та двічі в точці О(0,0) – особливій точці родини кривих. Для визначення характеру особливої точки родини кривих (3) визначимо параметри кривих в точці О. 
З параметричних рівнянь родини кривих (2) для точки О(0,0) маємо залежність:  
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Таким чином, параметри k1,2 особливої точки родини кривих (3) визначаються за формулою 
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 (для візієри 
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), звідки випливає, що при f<-1 особливі точки кривих (3) є вузловими точками, при f>-1 – ізольованими (рис.4).
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Рис.4.  Родина раціональних кубічних кривих
Рівняння прямих, дотичних до кривих (3) в особливих вузлових точках 0(0,0), мають вигляд: 
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Визначимо точки перегину родини кривих (2), які знаходяться на кінцевій відстані. Для цього в рівняння прямої 
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 підставимо вирази (2). Маємо:
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або, при к≠0 та к2≠-1, 
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Для того, щоб пряма 
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 була дотичною до кривих (2) в точках перегину, рівняння (5) повинно мати вигляд:
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де kпер  – параметр точки перегину.
Тоді маємо:
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Розв'язавши систему рівнянь (6), знаходимо:
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Таким чином, рівняння прямих, дотичних до кривих (2) в точках перегину, мають вигляд:
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(для візієри 
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Параметри кривих в точках перегину при цьому визначаються за формулою 
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), точки перегину кривих мають координати:
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(для візієри 
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Третя точка перегину кривих (2) належить прямій 
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 і збігається з точкою R розриву кривих (2).
 Асимптоти (4), таким чином, дотичні до кривих (2) в їх нескінченно віддалених дійсних точках перегину.
Для визначення точок екстремуму необхідно розв'язати систему рівнянь 
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, де F(x,y) – рівняння кривих (3). Визначаємо корені системи: х1=0, у1=а. 
При цьому значення виразу 
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 і, таким чином, при f<0 маємо точку максимуму, при f>0 – точку мінімуму родини кривих (3).

Визначимо геометричне місце точок перегину родини кривих (2). 
Для цього визначений з (7) коефіцієнт 
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 підставимо в
 вираз 
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Після спрощень маємо  рівняння  
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Таким чином, точки перегину P1,2 кривих (2), які мають ізольовану особливу точку, розташовані на колі з центром в точці О(0;2a/3), радіус якого дорівнює 2a/3.
Висновки. Таким чином, на основі відомого способу утворення однієї з визначних плоских раціональних кривих третього порядку  – візієри – запропоновано спосіб утворення родини плоских раціональних кубічних кривих і виконано дослідження отриманих кривих.  
Описаний в статті спосіб утворення родини кривих може бути застосованим для узагальнення деяких інших визначних кривих.
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Обобщение визиеры

Г.М. Коваль

На основе известного способа образования одной из замечательных плоских рациональных кривых третьего порядка – визиеры – предложен способ образования семейства кубических рациональных кривых и выполнено исследование полученных кривых. 
Generalization of a viziera
G. Koval
It was offered a method of formation of the cubic rational curves family and carried out their research on the basis of a known method of formation of one of the remarkable flat rational curves of the third order – a viziera.
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